ANALYSE: CONVERGENCE ET DUALITE

PHILIPPE JAMING

Distributions

Avant propos: ce fichier utilise un code de couleur: des démonstration qui vont (ou
peuvent étre) des exercices des parties plus techniques qui peuvent étre omises en premiere
lecture.

1. DEFINITION ET EXEMPLES

Dans ce chapitre, nous adopterons la notation suivante: si X est un espace vectoriel et
T une forme linéaire sur X, alors on notera (T, x) = T'(x) I'image de x par T. La notation
provient du théoréme de Riesz qui identifie le dual d’un Hilbert avec lui-méme (mais en
prenant ici la convention que le produit scalaire est linéaire dans la seconde variable).

Définition 1.1. Une distribution T € D'(R?) est une forme linéaire CX(R?) qui vérifie la
propriété de continuité suivante:

pour tout R > 0, il existe N € N et C > 0 tels que, pour tout ¢ € CF(R?) avec
supp ¢ < B(0, R),

(1.1) KT, o) < C  sup sup |0%p(x)].

aeN? |a|<N zeR9

Si N peut étre choisi indépendament de R, on dira que T' est d’ordre fini et le plus petit
N possible est appelé 'ordre de T'.

Une distribution tempérée T € S'(R?) est une forme linéaire S(RY) qui vérifie la pro-
priété de continuité suivante:
il existe M, N € N et D > 0 tels que, pour tout p € S(RY)

(1.2) KT, <D sup  sup (1+]a])|0%0(2)].

aeN? |a|<N zeR4

Rappelons que C*(R?) < S(R?). De plus, si on fixe R > 0 et si ¢ € C*(R?) avec
supp ¢ < B(0, R), alors pour tout o € N¢, 6%p(x) = 0 if |z| > R. 1l en résulte que

(1 + |2 M]0%p(x)] < (1 + R)M[0%p(x)|.

Ainsi, (1.2) implique (1.1) avec C = D(1 + R)M. En particulier, T € D'(RY) et T est
d’ordre au plus N. Nous venons donc de démontrer le lemme suivant:

Lemme 1.2. Toute distribution tempérée est une distribution d’ordre fini.
En premier lieu, montrons le lemme élémentaire suivant:

Lemme 1.3. D'(RY) et S'(RY) sont des espaces vectoriels.

Date: November 11, 2020.



2 PHILIPPE JAMING

Démonstration. Soient Ty, Ty € D'(RY) et A\i, Ay € C. Evidemment A7} + AoT% est une
forme linéaire sur C*(R?). Soit alors R > 0. Il existe N1, No, C1, Cs tels que, si ¢ € CX(R?)
alors

KT, )l < G sup  sup [0%p(z)]

aeN9 |a|< Ny zeR4

KTz, o)l < Cy sup  sup [0%p(x)].

aeN? |a|< Ny zeR9
En posant N = max (N7, N2) on a alors

[GT1 4 AeT2, 0l < (JM[C1 +[A2|C2)  sup sup [0%p(x)].

aeN? |a|<N zeR4

Le cas S’(R?) est similaire et laissé en exercice. O

Avant de continuer, il est primordial de voir qu'une fonction localement intégrable
s’identifie a une distribution d’ordre 0.

Exemple 1.4. Fonctions localement intégrables
Soit f € L} .(R?). Rappelons que cela signifie que pour tout R > 0, fBo.r) € L'(R%).

loc

Pour ¢ € C*(R?), on définit

@)= | r@)e e

Comme le support de ¢ est compact, il est inclus dans une boule B(0, R) et alors | f(z)p(z)| <
|f1150,m) ¢, € L*(R?) donc Ty est bien définie.

De plus, Ty détermine f. En effet, fixons ¢ € C.(R?) avec suppy < B(0,1). Soit
wi(z) = t7%p(x/t) donc py(x) = 0 si |z| = t. Mais alors, pour 0 < t < 1 et y € B(0, R),
oy —x) =0if || = R+ 1 puisqu’alors |y — x| > |z| - Jy| 2 R+1— R =1> R. Mais
alors

Laon) | f@et=0de = Lnom®) [ Laoren@ /@l =) da
= 1p,r) (¥)(AB,r+1)f) * Pt(y)-

Mais maintenant 159 r41)f € L'(R?) de sorte que (1g0,r+1)f) * ¢t = 1p,r+1)f dans
L' quand ¢t — 0. 1l existe donc une suite ¢; — 0 telle que 10,7 (¥)(1Bo,R+1)f) * pr —
1(0,r)(¥)1B(0,r+1)f = 1B(0,r)(y) [ Presque partout.

Ainsi f est déterminé presque partout sur B(0, R) par Ty. Comme R est arbitraire, on
en déduit que f est déterminé presque partout sur R? par Ty.

Finalement, si on fixe R > 0 alors pour tout ¢ € C¥ avec supp ¢ < B(0, R),

(10l =| [, f)eta)as

j f(@)p(x) da
B(0,R)

< LM) F(@)p(@)| de

zeR4

< f 1F(@)|da sup |o(a)].
B(0,R)

Ceci montre que T est une distribution d’ordre 0.
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Notons que, pour obtenir une distribution tempérée, il faut supposer une peu plus. Par
exemple f = e®” est localement intégrable et e=" € S(R) mais <Tf, e_x2> = J’ e e dx =
R

+00, donc T n’est pas une distribution tempérée.
Par contre, si on suppose que f est tempérée dans le sens ou il existe un entier m tel

que J M dz < 400 alors T est une distribution tempérée puisque
ra (1+ [z])™ '

(170l =| [, f)eta)as

() .
< | Al o) s

f (|f($)| da sup (1 + |z|)" ()]
R

L faz)™  pepa

En résumé

loc

Lemme 1.5. Pour f € L}, (RY), définissons Ty : ¢ — (T}, @) = J f(@)p(z) de. Alors
Rd
Ty € D'(RY), est d’ordre 0 et f — Ty est injective.

x
De plus, si f est tempérée dans le sens ot il existe un entier m tel que ,[ ()] dr <

re (1+ |z])™
+o0 alors Ty € S'(RY).

Nous laissons en exercice de montrer que si on défini T}, f) = f o(z)dp(z) ou u
Rd

est une mesure localement finie, i.e. ,u(B(O,R)) < 400 pour tout R > 0. Dans ce cas,
T, € D'(R?) est d’ordre 0. Si de plus la mesure u est tempérée: il existe un entier m tel

dp(z) d
queJ’ ———— < 40, alors T,, € §'(R%).
o (L+ fa)” w & SR

Exemple 1.6. Masse de Dirac

La masse de Dirac ou “fonction” § de Dirac est définie comme suit: pour zo € R? et
¢ € Co(RY), on note (d,,, ) = p(x0). Ceci est une mesure finie (donc tempérée) et défini
une distribution tempérée d’ordre 0.

Les mesures (positives) font partie d’une classe particuliére de distributions:

Définition 1.7. Une distribution T € D'(R?) est dite positive et notée T = 0 si, pour tout
¢ € CX(RY) avec ¢ >0, on a (T, ) > 0.

Lemme 1.8. Une distribution positive est d’ordre 0.
Démonstration. Soit T une distribution positive et ¢ € CZ7(R?). Soit R > 0 tel quep(x

) =0
quand |z| = R et soit 1) € C(RY) tel que 1(z) = 1si x| < R. Définissons fi = |l¢| ¢
et remarquons que f4 € C*(R?) avec fy > 0. Par suite

0<LT, f1) =Tl ¥ £ > = [0l T, 9 £T, ¢).

Ainsi

KT, ol <<T, ¥)llll.
et donc T est bien d’ordre 0. Notons que la “constante” (T, dépend de ¥ qui dépend
de R. U
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L’exemple suivant est un des exemples fondamentaux de distributions

Exemple 1.9. Valeur principale
Remarquons tout d’abord f : 2 — 1/z n’es pas dans L}, (R?) et ne définit donc pas une
distribution Ty comme dans I’exemple 1.4. Nous allons donc proposer un substitut:

Pour ¢ € S(R), soit

{vp l,gp> = lim #(@) dz.
x

e—0 lz|=e T

x
a )dx puisque cette intégrale
x

Il est primordial de comprendre que cette limite n’est pas J
R

diverge quand ¢(0) £ 0. Pour montrer que la limite existe et donc que vp est bien défini,
nous allons utiliser de fagon cruciale qu’on intégre sur ’ensemble symétrique (—oo, —e] U
[e, +0) et que 1/x est impaire. On écrit alors

f L(x)dxzj Lmdwrf 2 4,
lz]ze T e<lz|<1 T lz]z1 T

Pour la seconde intégrale, écrivons p(x) = 2~ Lxp(x) et utilisons le fait que ¢ € S(R), done
que zp est bornée. Alors

J p(2)
lz|=1 &

Pour la premiere intégrale, on utilise le fait que*

dz —cdx g
— = — + — =0.
e<lz|<1 T -1 T e T
Mais alors

d — (0
J pz) o _ J plz) w(O)J dz _ J p(z) —9(0) -
e<lzl<1 T e<lzl<t T e<lzl<1 T e<|z|<1 £

Mais, comme ¢ € C!, z — M
T
p(z) = ¢(0)
T

dz
< J — sup |zp(z)| = QSuﬂg lzp(2)].
TE

z|=1 T zeR

est continue. De plus, I'inégalité des accroissements

< sup|¢’(t)|. 1l en résulte que
teR

o)y, [ el)=e0),

T

finis nous dit que

lim
e—0 e<|z|<1 X

| [ e=e0,,

En regroupant les deux estimations, on a

xZ.

et que

< 2sup /(1))
teR

1
[<vp =, )l < 2sup |/ ()] + 2sup [tep(t)].
&€ teR teR

*C’est ici qu’interviennent la parité de 1/x et la symétrie de 'ensmble d’intégration.
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1
Tout cela montre que vp — est bien une distribution tempérée d’ordre au plus 1 définie par
x

1 (" e(x) =90 . p)
<Vpx,90>—£17:c d ++J da.

z|=1 €T

Pour montrer que l'ordre est exactement 1, considérons une suite de fonctions ¢, €
CP(R) avec 0 < ¢, < 1, suppy, < (0,2) (en particulier ¢, = 0 au voisinage de 0) et
on = 1sur (1/n,1). Alors

1 +0 " 1 n 1 1
<Vp*,</9n>=f So(x)deJ SD(%)dac=l[ —dr=Inn — 4w
x 0 z in T 1n T

alors que [, [, = 1. Par suite, une inégalité de la forme (vp 1, ) < C|¢|,, ne peut étre
valide pour toute o € C*(R?) & support dans [—2,2] et vp% n’est pas d’ordre 0.
En particulier, cette distribution n’est pas de la forme Ty avec f localement intégrable.
Notons enfin qu’on aurait aussi pu utiliser la méthode alternative suivante: si ¢ € CZ(R?)
est a support [—R, R],

J p2) 0 J pl) = 0(0)
e<|z|<R T e<|z|<R T

J*E o(z) =¢(0) ), fR o(2) = 9(0)

- | . ) - .
_ _fso(—fv)—sa( )dx+JRw(w)—sﬁ(0)dm
R - c x

L [Metmsen,

Enfin, @) = plzx) ~ 2¢'(0) quand = — 0 et est donc intégrable sur sur R (c’est encore
x

une fonction CX). Donc on peut faire tendre € — 0 et on obtient
1 T p(x) — (=)

(1.3) vp =, ) = J ————=dz.
x 0 x

Cette formule est également valable si p € S(RY) puisque cette intégrale est clairement
convergente.

Maintenant que nous disposons de plusieurs exemples, remarquons qu’une distribution
est continue au sens suivant:
On dira que ¢, € C*(R?) converge vers ¢ dans C*(R?) si
(i) ¢ eCrR);
(ii) il existe R > 0 tel que, pour tout n, ¢, est a support dans B(0, R);
(iii) pour tout a € N, 9%p,, — 0% uniformément sur R<.
Il en résulte que si T € D'(R?) alors (T, ¢, — (T, ). En effet, on prend R > 0 tel que
©n, @ sont a support dans B(0, R) et alors, il existe N > 0 tel que

KT, en) =T )| = KT, on — )| < C S 10%[n — ]Il — 0.
ol
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On dira que ¢, € S(R?) converge vers ¢ si p € S(R?) et, pour tout entier M et tout
ae N (1+|z)Mo%p, — (1 + |z])M8%p uniformément sur RY. Comme précédemment,
si T e S'(R?) on a alors (T, ¢, ) — (T, ¢).

Donnons enfin deux exemples fondamentaux:

Exemple 1.10. Si ¢ € S(R?), alors il existe une suite ¢,, € C*(R9) telle que ¢,, — ¢ dans
S(RY).

En effet, on prend x une fonction “plateau” C* qui vaut 1 sur B(0,1) et 0 en-dehors
de B(0,2) et 9 < x < 1 (on a vu que cela existe au chapitre sur la convolution). On
définit x,,(x) = x(x/n) de sorte que x,, € CX(R?) et x,(z) = 1 sur B(0,n). On pose alors
©n = ©Xn € CX(R?). Montrons que ¢, — ¢ dans S(RY).

On a ¢, = ¢ sur B(0,n) et ¢, =0 sur R4\ B(0,2n) donc

0 pour |z| < n
lon(z) —@(@)] = {11 =xn(@)lle(@)| pourn < 2] < 2n
o ()] pour |z| > 2n

< |<P($)|1Rd\3(o,n)-

Soit alors N > 0, on a

Lenpom _ [+ DY e(@)],
L+|z] 1+n

(1 + |2 Nen(z) = p(2)] < (1 + |2) ¥ (2)]

et donc
sup (1 + |2)V|en(z) — @(x)| — 0

zeR4
quand n — +00. Regardons alors pour les dérivées: Pour simplifier, regardons uniquement
la dimension d = 1. Tout d’abord |x;,(x)| = |x'(z/n)/n| < |X'[,, et x;,(x) = 0 sur [—n,n].
Ensuite ¢, () = ¢'(t)xn(t) + ¢(t)x,, (t) donc

0 pour |z| < n
lon(z) =" (@) = 11— xn(@)¢'(2) + ()X (1) pour n < |z] < 2n
@) pour [z] > 2n

/N

" (@) | Lrar (=) + [ X ], 1R\ [,

On obtient de la méme fagon que, pour tout N > 0, sup,cg(1 + |2))V|¢) (z) — ¢’ (z)] — 0.
Les dérivées d’ordre supérieures se traitent de la méme fagon en utilisant la formule de
Leibnitz.

Cela signifie que si T est une distribution tempérée (donc aussi une distribution), T
est entierement déterminé par {(T,¢) : ¢ € CP(R?)} ie. par la distribution. On se
contentera donc souvent de montrer qu'une distribution est d’une part tempérée et d’autre
part qu’elle vérifie une propriété (par exemple le calcul de sa dérivée) pour les fonctions
C* a support compact et non pour tout S(R).

Exemple 1.11. Si ¢ € CX(R) alors

Yn(x) = w — ' (x) quand h — 0



ANALYSE 1 7

est évidemment vrai ponctuellement, mais aussi dans C”(R). Ceci se voit en écrivant

oz +h) - pla) _ f

- ' (z + th)dt.

0
1

On a alors facilement que w}(lk)(x) = J "+ (1 4 th) dt donc
0

1
@ =@ = | o) - g
0

YA\

1
j oD (4 th) — o+ ()] dt
0

1
Bl sup | *2) (@ + )] dt = [l |0+
0 nel0,h] sl

YA\

avec 'inégalité des accroissements finis. Donc H%(zk) — gokHH < |h|H<pk+2H$ — 0 quand
. »
h — 0.
Si ¢ € S'(RY) on a aussi ¥y, — ¢’ dans S’. Pour cela, on reprend le calcul précédent. Si
|h| < 1/2, alors®
1
(L+la) My (@) = e® V@) < | [h] sup (14 fae)M ™) (@ + )] e
0 nel0,h]
1

< Clhl | sup (L4 |z +g)Me® (x4 n)| dt
0 nel0,h]

< Clhlsup(1 + ly)Mp* 2 (y)] — 0.
ye

2. CONVERGENCE DE SUITES DE DISTRIBUTIONS

Définition 2.1. Soient (T,,)n=0 et T' des distributions, Ty, T € D'(R?). on dit que T,, — T
dans D'(RY) si, pour tout p € CX(R?), (T}, 0> — (T, p).

Soient (T))n=0 et T des distributions tempérées, Ty, T € S'(R?). On dit que T,, — T
dans S'(R?) si, pour tout p € S(RY), (T}, p) — (T, p).

Il est évident que la convergence dans &'(RY) implique la convergence dans D'(R?)
puisque CF (R?) < &'(RY).

Nous avons défini la convergence de suites de distributions pour des raisons de sim-
plicité. La convergence d’une famille de distributions indexées par un parametre continu
est similaire.

Voici deux exemples fondamentaux:

Exemple 2.2. Peigne de Dirac.
Soit T}, = ZZ:—n dr. Définissons T' = >, ., 0 comme suit:

Thous allons ici utiliser le fait qu’il existe une constante C' > 0 dépendant de M telle que, si n €
[—1/2,1/2] alors (1 + |z|)M < C(1+ |z +n)M. En effet, si |z| < 1, (1+|z)M <2M <2M (1 + [z +n)M et

M
silol > 1, 1+ja+n| > [al—[n| > o]~ § > 5] done (1+a])M < 2M]aM = 22M (121)7 < 22M (14 |-y
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— 11 est facile de définir T' comme forme linéaire sur C*(R): si ¢ € CX(R), il existe un
entier N tel que p(z) = 0si |z] = N + 1. Par suite, pour [n| > N, {(,,¢) = p(n) =0 et

on définit
Ty =D Grpy =D, 0k) = > (k)

keZ kezZ |k|<N
i.e. {T, ¢y ={Tn, ). Il en résulte que
KT, 03| = KIn )l < )5 le(k)] < (2N + 1))l
IK[<N
En particulier, T' € D'(R) est une distribution d’ordre 0 et T,, — T dans D'(R). — Il faut étre
un peu plus prudent pour ¢ € S(R?). Dans ce cas, |p(x)] < (1+]z]) 2 sup,ep (1+|2])2]o(z)]
donc

D Il = 3] T+ BIe)] < 3 1 sup1 + e le()] < .

keZ keZ keZ
donc la série Z (k) est absolument convergente. On peut donc définir (T, p) = Z (k)
keZ

et nous venons de voir qu'il existe C' > 0 tel que (T, ¢)| < Csup,cp(l + |2|)?|p(x)| pour
tout ¢ € S(R). Ainsi on a en fait T' € S’(R) (et est toujours d’ordre 0). De plus, pour tout
¢ € S(R),
Ty =D, (k) = > (k) =<T, ¢
|k|<n kEZ
donc T, — T dans S'(R).

Pour les physicien, la fonction § de Dirac en zg est une “fonction” qui vaut +00 en xg
et 0 ailleurs. Ainsi, le peigne de Dirac est la “fonction” qui vaut 400 sur les entiers et 0
ailleurs (d’olt son nom de peigne). Bien siir, cette définition est insuffisante et Pargument
ci-dessus permet de donner une définition rigoureuse.

Exemple 2.3. Approximation de 'unité

Soit g € L*(R%) une fonction telle que {,, g(z) dz = 1 et soit g, = n?g(nx). Nous avons
vu au chapitre sur la convolution que, si ¢ € S(RY) < Co(R?) avec ¢(z) = ¢(—x) alors
gn * @ — ¢ uniformément. En particulier, g, * ¢(0) — @(0) = ¢(0) = {do, ). Mais

gn *$(0) = fRd gn(y)P(0 —y)dy = fw In(Y)e(y) dy =Ty, , ¢).

Donc Ty, — dp qu’on note habituellement g,, — 9. Cette convergence est dans S’(R?).
Notons que |g,(7)| = n?|g(nz)| < Cn¢(1+|nz|)~¢ 1 — 0 pour tout = # 0. Ainsi g, — 0
presque partout mais on n’a pas g, — 0 dans S’(R%).

Exemple 2.4. Convergence faible dans L.

1 1
Soient 1 < p,p’ < +o0 avec — + — = 1. Soient f,, f € LP(R?) et supposons que f, — f i.e.
p D

faiblement dans LP. En d’autres termes fa(@)p(x)de — f(z)p(z)dx pour tout
R4 Rd
@ e LV (RY).
Comme S(RY) < L¥(R%), il en résulte que (T}, , ) — (T}, ) pour tout p € S(RY),
donc Ty, — Ty dans §'(R%).
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Notons que si f,, € L} . converge dans L  vers un f € L}  alors f, — f au sens des
distributions 4.e. dans D’(R%). En effet, la convergence dans L7 . signifie que, pour tout
R >0, fulp(o,r) converge vers f1lpg gy dans LP (fortement) donc encore faiblement donc
aussi dans D’(R?). Mais alors, si ¢ € C¥(R?), il existe R > 0 tel que supp ¢ < B(0, R). Tl
vient alors

s ©) = {falBo,r) ) = {flpo,r) 2y = {f9)-

Exemple 2.5. Let w € R? avec |w| = 1. Considérons les fonctions f,, définies sur R? par
fulx) = e=2m@n9) ot soit T, = Ty, . Alors, pour ¢ € S(R™),

)= [ e@e 707 4 = o) =0
Rd
d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue. Dans T,, — 0 au sens des distributions.

Enfin, notons que si, pour tout ¢ € C*(R%) —resp. tout ¢ € S(R?)- la limite (T, ¢) :=
lim (T}, ¢) existe, alors ceci défini une forme linéaire sur C*(R%) —resp. sur S(RY). 11
résulte d’une version finie du théoreme de Banach-Steinhaus (adaptée aux semi-normes
plutot que celle sur les espaces normés que nous verrons au second semestre) que

Théoréme 2.6. Soit (T,) une suite D'(R?). Suppoons que pour p € CP(RY), (T,,¢) a
une limite et définissons (T, ) = lim, o (T, ). Alors T € D'(R?).

Soit (Ty,) une suite S'(R?). Suppoons que pour ¢ € S(R?), (T,,¢> a une limite et
définissons (T, py = lim,,_, o, {T},, ). Alors T € S'(RY).

Nous admettrons ce théoréme.

3. OPERATIONS SUR LES DISTRIBUTIONS

3.1. Translation, dilatation, multiplication par une fonction réguliére. Rappelons
que pour a,w € RY, A > 0, A€ GL,(R?) (une matrice d x d inversible) et f une fonction
sur R%, nous avons défini de nouvelles fonctions sur R¢

Taf(2) = f(x = a), Muf(z) = e ™D f(x), 6 f(x) = F(x), Aaf(x) = f(A ).

En particulier, si f est localement intégrable, ces nouvelles fonctions sont encore locale-
ment intégrables. De plus, elles sont uniquement déterminées par la distribution associée.
Par exemple 7, f est déterminé par T, ;. Mais

Ty = | f@=ap@do = [ 10ey+a)dy =Ty

Ceci sert alors de définition & 7,7 pour n’importe quelle distribution T: {7, T,y =
(T, T_qp). Montrons que si T € D’(R9) alors 7,T € D'(R?):

La définition a clairement un sens puisque 7_,p € CX(RY) si p € CX(RY) et 7,T est
clairement linéaire en ¢ puisque ¢ — 7_,p est linéaire et T" aussi. Enfin, soit R > 0.
Remarquons que si ¢ est a support dans B(0, R) alors 7_,¢ est a support dans B(0, R+|al).
Mais, il existe N,C > 0 tel que si ¢ € C*(R?) est & support dans B(0, R + |a|) alors

KT, 9yl < C sup [0,

la|<N
En appliquant cela a ¢ = 7_,¢ et en remarquant que [0%¢| , = [[0%¢||,,, il vient
K7aT, )l = KT, 7—aip)| < C sup [[0%¢].,..

la|<N
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Donc 7,T € D'(R?) et on voit aussi que 'ordre ne change pas. Le raisonnement pour
S’(RY) est identique mais nécessite de plus I'inégalité
L+ ]z —aD™ < (L4 |z] +|a)™ < (1 +]a)™ (1 + [])™
qui est évidente avec le binéme de Newton (puisque (1 + |a])* < (1 + |a|)Y si k < N) et
qui implique
o], —
sup |1+ |20 [ag]| sup [ (1 + |z —a|) 0[]

la|<N la|<N

(1+la)™ sup [[(1+ |z 0[]
|la|<N

e

YA\

Un raisonnement similaire est valable pour les 3 autres transformées et conduit a la
défnition suivante:

Définition 3.1. Pour a,w € R4, A >0, Ae GL,(R?) et T € D'(RY) —resp. T € S'(R?)—,
définissons

1 T: {1, T,y = (T, 7_q¢) pour tout p € C*(RY) —resp. ¢ € S(RY);

- M,T: {M,T, ¢y =T, M) pour tout ¢ € C*(R?) —resp. ¢ € S(R?);

= 0\T: 0T, )= /\_d<T7 51/>\<p> pour tout p € CF(R?) —resp. p € S(RY);

~ AAT AT, ) = det(A) T, 5 4-1 ) pour tout ¢ € CX(R?) ~resp. p € S(R?).

Alors 7,T, M, T, 0,T et AT sont encore dans D'(RY) —resp. S'(R?)— et ont méme
odre que T'.

Nous laissons en exercice de vérifier que ces notations sont cohérentes lorsque 17" = Ty et
de montrer que les nouvelles formes linéaires sont bien des distributions (tempérées lorsque
celle de départ est tempérée).

Rappelons qu'une fonction f est dite homogene de degré x si pour tout z € R? et tout
A >0, 0\ f(x) = f(Ax) = A" f(x). A nouveau, si on associe & f une distribution, alors

Ty, oy = J[ ) f@)p(x)de = J[m AT f(Ax)p(x) da

= A f)e(y/N) dy = ATy, 61)00).

R4
En remplagant A par 1/\
Définition 3.2. Une distribution (resp. une distribution tempérée) est dite homogene
de degré r si pour tout A > 0 et tout p € CX(RY), (resp. tout ¢ € S(RY)) (T, p) =
c+d -
AT G\ p).
Ainsi, toute fonction localement intégrable homogene de degré k (par exemple v — 2% =
0 siz<0

) est aussi homogene de degré x en tant que distribution. Il y a d’autres

E osix>=0

x
exemples dont le plus important est le suivant:
Exemple 3.3. La masse de Dirac en 0 §y est homogene de degré —d:
En effet? (5o, ©) = ¢©(0) = p(0/)\) = {5y, rg) donc
(80, 0> = A4Sy, 6x ).
Ha notation est ici quelque peu malheureuse puisque g est la masse de Dirac en 0 et §) 'opération de
dilatation.
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Parmi les opérations simples, notons qu’on peut multiplier une distribution par une
fonction b. L’idée est toujours la méme:

gy = | o) f@pta)do = | flapla)o(e)da = (T bp).

On aimerait donc définir {bT,p) = {T,bp). L’ennui est que by ne sera C* & support
compact pour toute pC* & support compact que si b est C*. Pire, by ne sera dans S(R?)
pour toute pS(RY) que si b est C* et si b ainsi que toutes ses dérivées sont & croissance
au plus polynoémiale: pour tout a, il existe Cy, Ny, tel que |0%b(x)| < Co(1 + |2z|)Ne. Sans
cela, (T, bp) pourrait ne pas avoir de sens.

Remarquons que si b € C*(R%), R > 0 est fixé et ¢ € C7(R?) est & support dans B(0, R)
alors alors by € C* (R?) est & support dans B(0, R) et

0 (bp) = D) (g) 0°Ppab e

B<a

donc

ool < 3 (§) s s sl

B<a Y<azeB(0,R Tsa
donc si T € D'(R?), on a
KbT, )| = KT,bp)| < C sup [0%(bp),

o<

< C(sup > (%) sup  sup I(?”b(x)l) sup [|0%p||..
)

la|<N j=o y<a zeB(0,R la|<N
et 0T € D'(RY).
Définition 3.4. Soit be C* et T € D'(RY). Soit bT la forme linéaire définie sur C*(R%)
par bT, oy = (T, bpy. Alors bT € D'(R?).
Soit b e C* telle que pour tout o € N?, il existe C, N > 0 tels que |0°b(x

|
pour tout x € R%. Soit T € S'(R?) et bT la forme linéaire définie sur S(R?)
(T,bpy. Alors bT € S'(R?).

Le cas 8’ est similaire au cas D’ et laissé en exercice.

<C(1+x))N
par (OT', @) =

Attention, on ne peut pas (en toute généralité) multiplier des distributions.

Exemple 3.5. Vérifions ce que sont ces opérations pour T = §,, a € R% alors pour
aeR? AeGl(d) et be C*(R?)

Tabo = Oosa > Aade =det(A) 1040 , boq = b(a)dy.
En effet, soit ¢ € C*(R?)
(Taba, ) = (B, T-ap) = (T-atp) (@) = p(a + a) = ata, )-
Ensuite
(Aada, oy = det(A) ' a, Aayp) = det(4) " (Aap(a)
det(A4) ' p(Aa) = (det(A) 64, )

et
Bba; ) = {0a; by = (bp)(a) = b(a)p(a) = {b(a)da, ©)-
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Exemple 3.6. Nous pouvons maintenant résoudre 1’équation 2T = 0 avec T' € D'(R).
Tout d’abord, cette équation a bien un sens puisque nous avons défini 2T par {xT, @) =
(T, zp). On remarque ensuite que si ¢ € C*(R) est tel que p(0) = 0 alors on peut écrire
p(x) = zp(x) avec ¢ € CX(R). En effet, ¢(z) = ¢(x)/z = Sé ¢ (tx) dt est clairement C*
sur R, a support compact. Donc
(T, p) =T, xp) =T, ¢y = 0.
Soit alors y € C¥(R) avec x = 1 sur [—1,1] et x = 0 sur R\[—2, 2] Soit ¢ € S(R) qu’on

peut écrire sous la forme

p(t) = 0(0)x(t) + (¢(t) = 9(0))x(t) + ¢ (t) (1 — x(t)).

On remarque que (p(t) — ¢(0))x(t) et ¢(t)(1 — x(t)) s’annulent en 0 donc

(T, ((t) = 0(0)x(t)) = (T, () (1 = x(1)) ) =0

et par suite

(T, 0y =T, p(0)x (1)) + T (0(t) = 2(0)x (1)) + T, () (1 = x(#)) ) = £(OXT, x)-

En posant ¢ = (T, x), on en déduit que pour tout ¢, {(T,p) = «dp, ¢y donc T = cdy.
Inversement, si T' = ¢dq alors

@, p) = {cbo, xp) = 0

puisque zf fi(z) =0 si z = 0.
En conclusion:
Une distribution T vérifie xT = 0 si et seulement s’il existe c € C tel que T = cdy.

3.2. Différentiation. Cette opération est la raison d’étre des distributions. Commengons
donc avec f € C'(R) donc f, f' € L} _(R). On peut donc associer une distribution 7 & f’.

loc

Celle-ci est définie pour ¢ € CX(R) par

Tpe) = | r@)e)de = e f e
= lim f()e(e) — lim fa ff

Mais ¢ est a support compact, il existe donc R > 0 tel que si |z > R, ¢(z) = 0 donc
p(z)f(z) = 0. En particulier, 111;1_1 f@)p(x) = lim f(z)p(x) = 0. Notons que ceci

justifie I'intégration par parties et que

Ty ) = — j F@)¢'(z) do = =Ty, ¢).
Nous pouvons utiliser ceci comme définition.

Définition 3.7. Soit T € D'(R?) — resp. T € S'(R%)~ et a € Ne. On définit alors 0°T par
(0°T, py = (—1)1KT, 0%p) pour tout ¢ € CF(R?) — resp. pour tout ¢ € S(R?).
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Avant de poursuivre, levons 'ambiguité éventuelle liée a la notation 0%. En effet, si f
est une fonction sur R?, on peut avoir 0,0, f + 0,0, f. Toutefois, si f est de classe C?, le
lemme de Schwartz nous dit que 0,0, f = 0,0, f. Par conséquent si T'e D’ et ¢ € C*

020,T pp = —(OyT, 0y =T, 040,)
= (T,0:0yp) = =0T, 0yp) = scal0y0,T, ¢

ol on a utilisé 2 fois la définition de la dérivation puis le lemme de Schwartz pour ¢ et a
nouveau 2 fois la définition de la dérivation. Ainsi

Lemme 3.8 (Lemme de Schwarz pour les distributions). Soit T' € D'(R?) alors 0,,0,,T =
Oz, 0z, T.
J k3

Lemme 3.9. Avec les notations précédentes, si T € D'(RY) — resp. T € S'(RY)— alors
0°T € D'(R?) — resp. 0°T € S'(RY).

De plus, si T est d’ordre N alors 0*T est d’ordre N + |o].

Enfin, T — 0*T est linéaire.

Démonstration. La linéarité est évidente et laissée en exercice.
Le fait que 0*T soit bien défini et une forme linéaire sur C*(R¢) ou S(R?) est évident.
Soit R > 0, alors il existe C, N tel que, pour tout ¢ € C*(R?) dont le support est inclus
dans B(0, R),

KT, o) < C S [0°¢].,-

[BI<N
En appliquant cela & 0%p qui est encore C* & support dans B(0, R), on obtient

K0T, )l = KT, 0%p)| < C sup [0°*P0], <C sup (07|,
15]< 71<N+af

La propriété de 'ordre en découle également.
Le raisonnement est similaire pour S’. d

Exemple 3.10. Masse de Dirac
Soit T' = d,, la masse de Dirac en xg: {(J,,,¢) = p(xg) pour tout p € S(R?). Alors, pour
tout o € N9,

(0%0ay, o) = (—1)1*K5,,, 0%0) = (=1)1* 0% ().

Exemple 3.11. Fonction de Heaviside

. .. e 0 siz<0 R
La fonction de Heaviside H est définie par H(t) = L siz>0 (1l s’agit donc d’un
interrupteur, parfois aussi appelé fonction porte: fermé si x < 0 ouvert a partir de x = 0).
Comme H est bornée, elle est localement intégrable et définit donc une distribution Tx
dont nous pouvons calculer la dérivée: si p € CZ(R) alors

Ty, ¢y =— f H(t dt——f+gocp'(t)dt
[—p(®)]g " = #(0) = {do, )

puisque ¢(t) — 0 quand ¢ — +o00. Ainsi T}, = dg ce qu’on écrit plus simplement H' = 4.

(T,
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Exemple 3.12. Formule des sauts en dimension 1.

Supposons que f soit une fonction C! par morceaux avec un nombre fini de sauts (de
facon générale, une fonction C! par morceaux a au plus un ensemble dénombrable de
discontinuités sans point d’accumulation). Notons a; < ... < ay les points de discontinuité
de f. Nous allons noter ag = —0 et ay41 = +00. Ainsi f est de classe C! sur les intervalles
lai,aip1], (1 = 0,...,N) et f ainsi que f' (dérivée usuelle en-dehors des sauts) ont une
limite & droite et & gauche en chaque a; qu’on note f(al) et f'(aF). En particulier, f € L]
et définit donc une distribution qu’on notera maintenant Ty. Notons f’ la dérivée usuelle
de f qui n’est définie que sur R\{aq,...,an}, qui est aussi dans L], et définit donc aussi
une distribution T'4. Calculons la dérivée au sens des distributions de T. Soit ¢ € C7'(R)
et soit R > 0 tel que le support de ¢ soit inclus dans [—R, R]. Quitte & remplacer R
par une valeur plus grande, on peut supposer que tous les sauts sont dans cet intervalle:
—R < a1 <any < R. Mais alors

N raip

oy == Fo @ ==

=0 Y%

ey

[0 e NZ | e | i@

—R—-1 a

- —[f(x)@(x)]‘fR_lJrJal F(@)p(e) do
“R-1
N-1 Ai41
- % (Ve + [ 7 e )

R+1
[f@)e(@)] " + f F@)p(e) dx

avec une intégration par parties sur chaque intervalle. Notons que f restreint a [a;, a;11]
est une fonction C! qui a donc une dérivée usuelle et c’est cette derniere qui apparait ici
(avec un abus de langage aux points a;). Nous allons maintenant calculer les termes ’tout
intégré’ et regrouper ce qui se passe en chaque saut (en remarquant que p(+(R+ 1)) = 0)
et regrouper les intégrales

N R+1 N+1
ey = Bah—faeta)+ [ 3 (@@
i=1 —R-1 j—o
N
= D) = Fa)Gue + | F@ola)da
i=1
N
= <Z (f(a:r) - f(az_))éaz + Tf’790>'
i=1
Dans la derniere intégrale, f’ est encore la dérivée usuelle et elle n’est pas définie sur
I’ensemble de mesure nulle {ai,...,an} (ce qui ne pose aucun probléme définir cette
intégrale).

Nous venons donc de montrer
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Théoréme 3.13 (Formule des sauts en dimension 1). Soit f une fonction C! par morceauz
avec des sauts en aq,...,an continue et dérivable a droite et a gauche en chacun de ces
points. Alors

N
Ty = 23 (f(a) = £(a7))du, + Ty

Donnons enfin deux propriétés élémentaires de la dérivation:

Lemme 3.14. Soit T € D'(R) et T), = T=2L. Alors Tj, > T" dans D'(R) quand h — 0.
Si T e S'(R) alors T, = T' dans S'(R) quand h — 0.

Démonstration. En effet, on a

T — T T —T, - —T_
<Tha§0>:< ,<P> <Th a50>:< 790> < ) T h30>: T7<»0 T—hp )
h h h
Mais
$—T-hP P —T-_hP ’
no . —h 7
dans CZ(R) (ou dans S(R)) on a donc bien {Th, ¢y — {T,—¢"y =T, p). O

Lemme 3.15. Si T est homogéne de degré k alors 0°T est homogéne de degré k — ||

Démonstration. En effet, si T est homogene de degré k, (T, py = \*+t4T, 55p). Mais alors
pour une dérivée d’ordre 1,

(0T, )y = —(T,0¢)) = N*TUT, 5,00).
Par ailleurs,
Srdple) = dp(Ar) = TAGp(Ar) = 1 Alore] )
donc
(0T, ) = —=N"FI=WT 0[6x0]) = NTI=1OT, 55 p)

ce qui montre que 07" est homogene de degré x — 1. Une récurrence immédiate donne le
résultat. O

Notons enfin que la formule de Leibnitz reste vraie pour les distributions:

Lemme 3.16. Soit T € D'(RY), be C*(R?) et a € N¢ alors
0 (bT) = <O‘> 2°b0*=PT.
2\
Démonstration. On a pour les dérivées d’ordre 1
(0;(bT), ) —(bT,050) = =T, bdjep)
—(T, 0;[be] — (9;0)p) = =T, 0;[bep]) +<T', (9;b) )
= (0T, by + (T, (0;b)p) = <b0;T, ) + {(9;0)T’ )
= <b6jT + (ajb)T, (p>

Ainsi, la formule est vraie lorsque || = 1. La formule générale s’obtient alors par une
récurrence sur |a| exactement comme pour la formule sur les fonctions. O
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Exemple 3.17. Une distribution d’ordre infini
40
Soit T = Z 0%6,. Alors T € D'(R) est une distribution d’ordre infini. En particulier

T¢S(R).
En effet, si ¢ est C* avec son support € [—R, R], R > 0 alors (T, p) = Z (—1)k<p(k)(k:).
0<k<R
Cette somme étant finie, (T', ) est bien défini. De plus

KTl < Y ™) <sup o] .

0<k<R ISR *
Donc T' € D’. Ensuite, on prend x € C* avec suppx < [—1/4,1/4] et x(x) = 1 sur
[~1/8,1/8]. En particulier x(0) = 1 et x¥)(0) = 0si j = 1. On pose alors @, (z) =
(x —n)"x(x —n). On a F,i"® (k) = 0si k £ n (k n’est alors pas dans le support de ).
Par ailleurs, en posant ¢(x) = (x —n)", on a "/ (r) = ;i,'(x —n)? donc, en utilisant la
formule de Leibnitz, on a

(n)

donc ¢y, ' (n) = n! puisque le seul terme non nul est le terme j = n. Ainsi (T, p,) =
(=1)"n!. Par ailleurs, si on fixe V et qu'on prend k < N et qu'on écrit x = X1[_1/4,1/4]

N

k
@ < Y (5) e - DIt @)

Jj=0

k
n! .
< SUPHX sup — |z —nf’
jZ=:0 ( ) i<k L |z—n|<1/4 (TL +7 - k)'| |
k
1 ! ,
< max <k> <k> 7117' sup HX(J)H
<N =\ \J 4 (n+7—k)! <k o

B n! S (K (k
) (n—N)'mNZ(]) () 7,

ou Cy est une constante indépendante de N. Mais

o i n!
Ainsi, supg< y ‘ o) ‘, S CNW

alors, si T' était d’ordre fini N, il existerait C' > 0 tel que pour tout n

= [T, ¢n)| < C sup )
k<N

n!
<p7l ‘

(k) < T
o S CON (n—N)!

et on aboutit & une contradiction en faisant n — +00.

Remarque 3.18. Considérons la distribution T" associée & la fonction f donnée par f(z) =
e’ e

@)= [ o) @

Remarquons que cette fonction est bornée donc T' € S’(R). De plus, f est dérivable,

donc sa dérivée au sens des distributions coincide avec sa dérivée usuelle, f'(z) = ie®e”.
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Remarquons que f ne décroit pas & I'infini, pourtant f/ € S’(R) puisque c’est la dérivée
d’une distribution de S’(R).

Il se trouve qu’'on a le résultat suivant: toute distribution tempérée est combinaison
linéaire (fini) de distributions de la forme 0™ ((1+|z[*)"f) ou f est une fonction continue,
neN, aeN?,

Dans la pratique, il est facile de voir que 0% ((1 + |x|2)"f) est une distribution tempérée,
mais la réciproque est délicate (et en général impossible & vérifier dans la pratique).

3.3. Application aux équations de transport. L’équation de transport est le proto-
type des équations aux dérivées partielles linéaires d’ordre 1:

(3.4) ru(t, z) + v, Vyu(z,t)y =0 | (t,z) e R x R?
dont I'inconnue est une fonction u et v = (vy,...,v4) € R? est un vecteur fixé. Le gradiant
V.u(z,t) est pris par rapport aux variables d’espace V,yu = (0, u, ..., 0y ,u) donc

J

49
(v, Vau(z,t)) = Z vj %u(:c,t).

On s’intéresse ici plus articulierement au probleme de Cauchy en ajoutant une condition
initiale
(3.5) u(x,0) = up(x).

Ces équations apparaissent dans de nombreux domaines de la physique (optique, physique
des plasma, cinétique des gaz,...) ol I'inconnue est une densité (de particules, d’énergie,...)
et le vecteur v un vecteur de vitesse.

Introduisons maintenant une famille de courbes définie pour zo € R? par

dy

a(t) =

i.e. ¥(t) = xo +tv. Notons v;(¢), j = 1,...,d les coordonnées de ~(t). Soit alors u une
solution de (3.4)-(3.5) et posons f(t) = u(t,7(t)). Alors f(0) = u((0,7(0)) = ug(wo) et

¥(0) =z

d
Lo = S ga—“ 0)7%(0)
0u ¢
= Z (1))
ou

= at(t () + (v u(t, (1)) = 0.
Mais alors f(t) = f(0) = ug(xo). En d’autres termes u(t, zg + tv) = up(xg) ou encore, en

changeant de variable z = x¢ + tv, g =  — tv on obtient que u(t,z) = ug(x — tv).

Définition 3.19. La courbe {(t, ’y(t)), t € R} est appelée coure caractéristique de I’'équation
(3.4).

Les solutions de (3.4) sont constantes le long de ces courbes.

Nous venons donc d’obtenir certaines solutions de I’équation (3.4)-(3.5). Ces solutions
sont des “transports” de la données initiale dans le sens ou le graphe de la solution a
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Iinstant ¢ est le translaté par le vecteur tv (transport) du graphe de la solution a l'instant
initial ¢ = 0. II se trouve que toutes les solutions sont de cette forme lorsque wugy € C':

Théoreme 3.20. Soit ug € C'. Le probléme
{(34) dwu(t,z) +<{v, Vou(z,t)) =0 (t,z) e R xR¥3.5) u(0,z) =uo(z) zeR?
a pour unique solution u € C1(R x R?) la fonction u(x,t) = ug(z — vt).

Démonstration. Nous avons déja vu que si u est de classe C! et solution de (3.4)-(3.5),
ye R et f(t) = u(t,y + vt) alors f/(¢t) = 0 donc f(t) = f(0) = u(0,y) = ug(y) donc, en
posant © = y + vt on a nécessairement u(t, x) = ug(x — ct). Par ailleurs, ceci est bien une
fonction de classe C!.

1l reste & voir que u(t,z) = ug(x — tv) est bien solution de (3.4)-(3.5). Tres clairement
(0, 2) = ug(x) donc (3.5) est vérifié. Par ailleurs V,u(t, z) = Vug(z — ct) alors que

s

Oru(t, x) = Zi x —tv) = —(Vug(x — tv),v)

donc
duu(t, z) + v, Vyu(t,z)y = Nug(x — ct), vy — {NVug(xz — tv),v) =0
et (3.4) est également vérifié. O

Remarquons que si ug n’est pas C!, ug(z — tv) est toujours bien défini et représente
toujours une “onde transportée dans la direction v”. Par exemple, sid = 1 et ug = H
la fonction de Heaviside, cela représente une onde de choc qui se déplace vers la droite a
vitesse v.

Nous allons donc définir des “solutions faibles” de 1’équation de transport en nous in-
spirant de ce qu’on a fait pour les distributions. Soit donc ¢ € CX(R x RY). Si u € C!
alors

oru + (v, Vuy =0

si et seulement si, pour tout ¢ € C*(R x R?).

ou d ou
—(t,x) + vi—(t,x t,x)dxdt = 0.
ijRd<at< )+ 3 v ))ﬂ )

Mais, en utilisant Fubini (on intégre une fonction continue sur un compact) et une intégration
par parties, on obtient

fR 4 )t ) dudt fﬂ:( ) %(t,x)cp(t,x) dt) dz

«Rd Ot

J-d ([u(t,x)w(t,x)]izf;: - jR u(t’x)%ﬁ(t’x) dt) da

R
= —f u(t,m)a—@(t,x) dx dt
RxRd ot

avec un second appel a Fubini. On fait de méme pour chaque variable z;, 7 =1,...,d et

on voit que
Oy d Oy
u(t,x) | = (t,x) + vi=—(t,x) | dedt = 0.
|t (Fe Yozt
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Remarquons que cette derniére expression ne requiere plus que u soit C! pour étre bien
définie. Cela nous conduit a la définition suivante:

Définition 3.21. Soit ue D'(R x RY) et ve R%. On dit que u est une solution faible ou
solution dans D' de ’équation de transport d;u + (v, Vu) = 0 si pour tout ¢ € CX (R x R?),

<’LL, at<p + <’Ua V(P>> =0
pour tout ¢ € CX(R x R?).

Nous avons déja vu qu'un solution u € C! (appelée solution forte) était une solution
faible.
Plus généralement, si ug € L}, (R?) et u(t, x) = ug(z—tv) alors u € L}, (R xR) puisque

loc

si [t < Ret x € B(0,R) alors y = x — tv € B(0, R(1 + [v])) donc

J o (z—tv)| da dt < J f luo(y)| dy dt < 2R luo(y)| dy < +oo.
[~ R,R]xB(0,R) [-R,R] JB(0,R(1+v])) B(0,R(1+v]))

De plus si p € CX(R x R?) alors

J]Rx]Rd u(t, z)p(t, ) dt dz J}R JRd ug(z — tv)p(t, z) dr dt = JR J]Rd uo(y)p(t,y + tv) dy dt

= J uo(y)f w(t,y + tv) dt dy.
Rd R

Notons ensuite que si ¢ est a support dans [—R, R] x B(0, R) alors T[¢](y) := ,[ oty +
R

R

tv)dt = f @(t,y + tv) dt est & support dans B(0, R(1 + [v])). De plus, on voit aisément
-R

que si ¢ est C*, T[] aussi

oT[y] _ T[ dp ]
&nj &r]—
En particulier

sup [0°T[p]| < 2R sup |07 ¢l

aeN?|a|<N aeN?|a|<N

Ainsi, & uyp € D’'(R?) on peut associer une distribution u € D'(R x RY) par {u,¢) =
(ug, T[]). On vérifie sans peine que u est bien une distribution.
On note aussi que

<611u7 ‘»0> = —<u, 61]‘ 90> = _<u07T[81j 90]> = —<u07 ax].T[tpD
Enfin, si on fixe y € R? et on pose f(t) = ¢(t,y + tv) alors f € C*(R) avec f'(t) =
Orp(t,y + tv) + (v, Vypo(y + tv)) donc

T[orp] = fR Orp(t,y +tv) dt = fR f(t)dt - J.R v, Vop(t,y + tv))dt

d
OV Z = Yo [ ooty ar
j=1

d
= 300, Tle](v).
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Mais alors
Oru,pp = —u,0pp) = —(uo, T[0rp])
d d
= > 05u0, 0n, I[e]) = = 3 vi{du,u, 0)
j=1 j=1

= v, Vu,¢)
et on a bien (0,u + (v, Vu), ¢y = 0.
Nous avons ainsi démontré:
Théoréme 3.22. Soit ug € D'(R?) et v € RY. Soit T : CF(R x RY) — CX(R) défini

par T[] = J o(t,y +tv)dt. Alors T est continue et on peut définir u € D'(R x R?) par
R
lu, oy = (ug, T[p]). Alors u est une solution dans D'(R x RY) de I’équation de transport

Oru + (v, Vuy =0 i.e.
Ou + (v, Vu), @) = 0 pour tout p € CF(RY).

3.4. Primitive d’une distribution. Nous allons maintenant voir que toute distribution
admet une primitive et que celle-ci est unique a une constante additive pres:

Théoréme 3.23. Soit T € D'(R). Alors il eviste U € D'(RY) tel que U' = T. De plus, si
V e D'(R) est tel que V! =T alors V. =U + C ot C est une constante.

Enfin, si T € S'(R) alors U € §'(R).

On dira que U est une primitive de T .

En toute rigueur, on devrait écrire V = U + T ou T est la distribution associée a la

fonction constante C, c’est-a-dire (T¢, ¢y = C’J, p(z)dx.
Rd

Démonstration. Soit x € C*(R), x = 0, x & support dans [—1,1] et J x(t)dt = 1. Nous
R
allons utiliser le fait que

* 0 siz<l1
3.6 £)dt = .
(36) f_%x() {1 siz>1

Pour ¢ € S(R) définissons alors

1)@ = [ ptoae— ([ owar) [ xoar

Comme S(R) ¢ LY(R), I(¢) est bien défini. De plus I() est une combinaison linéaire de
primitives de fonctions C*, donc I(y) est de classe C*.

Etape 1. La premiere partie de la démonstration consiste & montrer que ¢ — I(p) est une
opération continue C°(R) — CF(R) et S(R) — S(R).
Tout d’abord, (3.6) implique

i et siz<1
—S+3C<p(t)dt siz>1"

xT

I{p)(x) = {
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Notons que si ¢ est a support compact, alors I(y) aussi. En effet, il existe a > 1 tel

que, si |z] > a alors ¢(x) = 0. Mais alors, si z < —a < —1, J w(t)dt =0 et I(p) = 0.

o e

D’autre part, si © > a > 1 alors ,[ p(t)dt = J o(t) dt donc
] R

1@ = [ woa- ( [KC dt) [ xwa-o

=1

En particulier, si ¢ est & support dans [—a, a], I(¢) aussi. Remarquons que

@l < [ e ([ oola) [ xoasz [ jpola< g,

et que

|akf<@>|<|a’f—1so<x>|+(j ot |dt> (@) < ||, + K@l
(

ot K(a) = 2af0"'x
pas de ¢ elle-méme.
Cela signifie que ¢ — I(p) est continue C°(R) — CF(R):
pour tout a > 0 et tout k € N, il existe C(a, k) telle que, si ¢ € CL(R) alors

(3.7) H@kl(np)” < C(a, k) st<112 167 ¢]-

ne dépend que de a () est fixé) c’est-a-dire du support de ¢ mais

o*L

Montrons maintenant que cette opération est aussi continue S(R?) — S(R9). Si ¢
S(R?) et N > 0 alors, en notant Cy = |(1+]z])N 1| , pour tout = € R, |p(z)|

Cn(1+ |z|)~N~1. Mais alors, pour |z| > 1

€
<
—~ @+ )™

§° Cn@+t) N tdt siz<1 _COn
I <
() ()] {g*’ocN(Hm) Nlgt sizs1 S N

Donc I(p) a la propriété de décroissance rapide. Notons aussi que si |z| < 1, alors
4C
He@I <2 | el <2 | v+l - X

oN+2
N

Ainsi, en posant Ky = (la valeur exacte n’a aucune importance)

[+ 12D 1(9)],, < max(sup (1+ |z () (@)], sup (1 + |z V1 (0)(2)])

|z|>1 |z| <1

< Ky + ) |

o0

Par ailleurs, 0" () = 0" 1o — ({3 ¢(t) dt) 0" 'x donc

ol + j o (8) e (1 + [z

< @ +laDMor e, + K1+ 2D,

[+ a0 1], < @+ fho

ox

avec Ky une constante (qui dépend de y mais pas de ¢). Ainsi:
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pour tout M, N, il existe une constante C = C(N, M) telle que, si ¢ € S(R) alors
(3.8) |1+ 2N oM I(p)] < <Csuwp (1 + |z 2%,

Etape 2. Nous allons maintenant définir U et vérifier que U’ = T.

La définition est assez simple:

— Si T e D'(R), on définit U par, pour tout ¢ € CF(R), on pose (U, py = —(T,I(p)).

Notons d’abord que, comme I(p) € CZ(R), cette définition a bien un sens. De plus,
@ — I(p) est clairement linéaire donc U aussi. Enfin si on fixe a, alors il existe C et N tel
que, pour toute ¥ € CX(R) a support dans [—a,a], on a [{T,¢)| < Cmaxk < NH@’%&HX\.
En prenant ¢ € CX(R) a support dans [—a,a] et en appliquant cela & I(y) on en déduit
que

KU, ©>| = KT, I(¢))| < Cmaxk < NH&’“I(Q@)”OC < Iglga]%(C(a,k) maxk < N||é’kcpH%.

avec (3.7). Donc U € D'(R). Il nous reste & voir que U’ = T', mais

U ) =—U, ") =T, I(¢"))-

Il reste a remarquer que

1) f¥¢mw—(£m¢amgjf Xt

p(z) = (tggllw( = Jim p(t > = ¢(2)

t——0

pour en déduire que (U’, ) =T, @) pour tout ¢ € CF(R) i.e. U =

— Si T e §'(R), on définit U de la méme fagons, mais pour tout ¢ € S(R) (et pas
uniquement CX): U, vy = —(T, I(p)).

La linéarité est claire et le fait que U € S'(R) se déduit de la méme fagon que précémment
en remplagant (3.7) par (3.8). Enfin, on a déja (U, ) = (T, ¢) pour tout ¢ € CF(R).
Comme U’,T € S(R), on en déduit que la méme chose est vraie pour tout ¢ € S(R).

Etape 3. Unicité.
SiU' =V'=T alors (U—-V) =U"—-V’'=0. 1l gagit donc de montrer que si W' =0
alors W = C. Mais dans ce cas, pour tout ¢ € CX(R),

0= (W' Iy = ~(WoI(e)) = ~Wei) + | lt) deOV. 0.
Ainsi, en posant C = (W, x), on trouve
W)= [ olt)dt = Teon
[l

Exemple 3.24. Comme nous avons vu que la dérivée de la fonction de Heaviside est
H' = §g les primitives de dy sont les fonctions H + C' avec C' une constante.
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Exemple 3.25. In|z| € L}, donc défini une distribution: In est continue, il n’y a donc

de probleme pour l'intégration qu'en 0 et comme |z|/?1n|z| — 0, SfR In |z| dz converge
absolument. Calculons sa dérivée, si ¢ € C*(R), en

((nlal), )

~(inlel.¢') = | (@) neldz

+x
= —L (¢'(2) + ¢ (=) n|z| dz
0 () — o —1
— (o) — e mlellye + [ ED=AE
0
J,JFI(ID(JJ)—QO(—QS)d

0 X

x.

Cette intégration par parties est parfaitement justifiée puisque le terme tout intégré est
convergeant (en 0, ce ne sont pas des intégrales généralisées en +oo puisqu'il existe R tel
que ¢(x) = 0si |z] > R, on n’intégre donc que jusqu’a R). En utilisant (1.3) on en déduit:

Une primitive au sens des distributions de ln |z| est vp —.
x

3.5. Transformée de Fourier. Rappelons que nous avons vu (au début du chapitre sur
I'inversion de Fourier) que si f,g € L'(R?) alors

~

f(@)g(z)de = | f(z)g(x)d.
Rd Rd

En particulier, cette formule est valable pour g € S(R?), ce qui permet de définir la trans-
formée de Fourier de la distribution associée a f:

Définition 3.26. Soit T € S'(R%) alors on définit sa transformée de Fourier par <f, <p> =
T, %)

Observons que

— On n’a jamais ¢ € C lorsque ¢ € CF (sauf si ¢ = 0, en fait @ est holomorphe si ¢ est
a support compact, donc @ n’est pas & support compact). Cette définition ne peut donc
pas avoir de sens pour toutes les distributions.

— cette définition a bien un sens quand T € S’(R?) puisque la transformée de Fourier
envoie S(R?) dans lui-méme.

— la trnasformée de Fourier ainsi définie prolonge bien la définition de la transformée de
Fourier de L'.

— T est bien dans S’(R?). Ceci provient des propriétés de la transformée de Fourier:

—

soit € N% et ¢ € S(R?) alors |2*3%3| = (2rr) 111811928 donc

J=2°%],, < @m)~ 1 Plov ")
dx

< (2m)~lol=18l N WH(

L+ [z o (2",

< Capsup (1 + |07,

T
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ou C, g est une constante (on utilise la formule de Leibnitz). Ainsi, si T € S’

|<ﬁ<p>|

o*

KT, 3y < C sup |=0°%
N

el Bl<

YA\

c’ sup [ERGEe .
lal,|Bl<N+d+1

donc T € 8'(R%). Ceci montre de plus que T — T est (linéaire) continue S’(R%) — S’(R9).

— En particulier, si T € L?(R%) alors sa transformée de Fourier au sens des distribution
coincide avec celle déja définie au chapitre précédent: notons provisoirement f — F[f]
la transformée de Fourier au sens des distributions et f — f la transformée de Fourier
usuelle.

Soit f € L?(R%) et f, € L' n L? telle que f, — f dans L2. Pour f,, on a déja vu que
Flfn] = ﬁ Par ailleurs f, — f dans L? donc ﬁ - f dans L?. Enfin, la convergence
dans L? implique la convergence faible {f,, ) — {f,p) pour tout ¢ dans L? donc aussi
la convergence au sens des distributions {f,, ¢ — {f, ¢) pour tout ¢ dans S(R?) et idem
pour fn — ]? dans S’(RY). Enfin, par continuité de F, on a F[f,] — F[f] dans &'. Ainsi,
en passant a la limite dans F[f,] = j‘; on obtient F[f] = ]? dans &'.

— L’application T' — T est une bijection de S’(R%).

En effet, si Ty € S'(R?), on définit 7' € S'(R?) par (T, p) = {To, F ' [¢]) ott F~! est la
transformée de Fourier inverse. Cette transformée étant F~1[p](€) = F[p](—£), elle a les
mémes propri’etés sur S(R?) que F donc T est bien une distribution tempérée d’apres le
raisonnement précédent. De plus

(T, ) = (T.Flely = (To, FFLA) = (To, )

donc T = To. Cela montre la surjectivité. Supposons maintenant que T est tel que
<f,go> = 0 pour tout ¢ € S(R?), i.e. que (T, Py = 0 pour tout p € S(RY). Soit alors

Y € S(RY). Comme la transformée de Fourier est une bijection S(R?) — S(R?), il existe
@ tel que ¥ = F[p]. Mais alors (T,¥) = scalT,p = 0. Ainsi, pour tout 1) € S(R%),
{T,%y=0donc T = 0. Cela montre I'injectivité.

En résumé:

Théoréme 3.27. L’application T — T est une bijection contiune S'(R%) — &'(R%).
Elle vérifie les relations suivantes:

i) FlrT) =e ™D F[T], i) F[eX™ 0] = 1, F[T), i) F[orT] =T,

) 0;T = =2in&;T, v) 2in&,T = F[o,T).

Démonstration. 11 ne nous reste plus qu’a montrer que les relations sont vérifiées. les 3
premieéres sont laissées en exemple. Pour celles concernant la dérivation:

(0T 0)y = ~(T.050) = ~(T.05) = ~(T,2in;)
= (2img T, §) = (Fl-2im&,T1, ¢
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c’est-a-dire @f = —2im&;T alors que
(ing Ty = (T.2ings0) = (T, 2imEs0) = (T, ~0;8)
0T, &) = <F10;T], )
Cest-a-dire 2in&; T = F[0;T]. 0

Exemple 3.28. On voit facilement que F[dp] = 1 puisque

Flool 9> = 0. Pl = FIoI0) = | ola)do = T

ou 77 est la distribution associée a la fonction constante 1.

Exemple 3.29. Soit o € N¢, déterminons F[0%6,,].
D’apres ce qui précede, F[0%0,,] = (—2im&)* F[dz,]- Mais

<./_'.[(510], <p> = <5I0, @> = @(Cﬂo) = J;Rd 90(1')6*2i7r<$0,w> dx = <672iﬂ'<wo,w>, 90>

Attention, cette derniére expression n’est pas le produit scalaire de L*(RY) (mais y
ressemeble fort), c’est la distribution tempérée associée a la fonction x — e~ 2im(zo,x) (est
bornée) qu’on applique a la fonction .

On en déduit que F[0%8,,] = (—2im€)*e=2mzo2),

En particulier, si g = 0, on voit que tout polynéome P est la transformée de Fourier
d’une combinaison linéaire de dérivées de masse de Dirac en 0:

p K a o (=Dfar, ..
(x) = ag+ax+---+apx” =ap — —(—2imz) +--- + (—2imz)

2im 2im)k

a, (—=Dkay,
Flagdy — —— 080 + ~————0"dp |-
[“0 07 257 00t ToimyE ¢
1
Exemple 3.30. On a vu que vp — € S'(R), calculons sa transformée de Fourier: pour
x

¢ € C*(R?) (cela suffit par continuité de la transformée de Fourier et densité de C* dans

)

F0 AreN Al
GFiwile = g A= [ HET g

£
T q ) .
_ J - QD(t) (672271'155 _ e2wrt£) dt df
0 5 R
+0
Y JO % JR (1) sin(2mte) dt dg

R
1

= —2¢ lim J - t) sin(27t&) dt d€.

R.S>+x )R § \t\>1/S<p() ( )

Notons que la convergence de cette intégrale a été montrée lorsque nous avons défini la
valeur principale. On utilise alors Fubini (on intégre une fonction continue sur un compact
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de R?)
R R . .
1 2imt
J - (1) sin(2rt€) dt dé = 0 f RUICTLEI P
/R § Jjtj>1/s [tI>1/R R §
—-1/S R d +o0 R d
= f o(t) f sin(27rt§)—5 dt + J o(t) f sin(27rt§)—€ d¢
—x R 3 R /R §
~1/5 It|R d o (R d
=— j w(t) f sin(27r77)—77 dt + f o(t) J sin(27r77)—n dt
— [tl/R n 1/8 t/R n
avec le changement de variable n = £Jt| (i.e. n = —&t dans la premiere intégrale et n = &t
dans la seconde). Ainsi
R [tIR ..
1 2
f - o(t) sin(2imtg) dt d¢ = ©(t) sgn(t) J sin(2mn) dn dt.
R € Jjt|>1/s It|>1/S wr M

On peut maintenant faire tendre R — +00 et se rappeler que

+oo +o0
sin(2m sinx T
j M dn = J de = —.

0 n 0 €T 2
En particulier, cette intégrale étant convergente,

J‘tR sin(27mn)
lt/r 7

est bornée indépendamment de ¢ et R. On peut donc appliquer le théoréme de convergence
dominée et en déduire que

dndt

lim o(t) sgn(t) J sin(2mn) dndt = J o(t) sgn(t) J sin(2m) dndt
R+ Jiy>1/8 tl/R Ui t|>1/S 0
-z J o(t) sgn(t) dt.
2 Jig>1/s
Enfin, en faisant tendre S — +00, on en déduit que
1 .
Flp 719> = =im | (O)sgn(t)
En d’autres termes
1
Lemme 3.31. La transformée de Fourier de la valeur principale est F[vp —] = —imsgn(z).
x

Lemme 3.32. Soient f,g € L?(R%) alors F[f = g] = F[f]F[g]-

Il s’agit de comprendre correctement cet ennoncé: si f,g € L? alors f # g € Co(R?) <
S(RY). Ainsi F[f # g] est une transformée de Fourier au sens des distributions. Par
ailleurs, F[f], Flg] € L*(R?) donc F[f]F[g] € L*(RY) ¢ S(RY). C’est donc une égalité
entre distributions tempérées. Le membre de droite étant dans L', celui de gauche aussi.

Démonstration. On a bien évidemment F[f = g] = F[f]F[g] si f,g € S(R?). Ainsi, si
f,g € L*(R?), on prend f,,g, € S(R?) telles que f, — f,gn — g dans L?2. On aura
fn *gn — f * g dans Cy puisque la convolution est continue L? x L2 — Cy. La convergence
dans Cy est plus forte que celle dans S'(R%) donc f,, # g, — f * g dans S’ et par continuité
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de la transformée de Fourier sur &', F[f, # gn] — F[f * g] dans S'(R?). Par ailleurs,
on aura F[f,] — F[f], Flg.] — Flg] dans L2(R?) donc F[f.]Flg.] — FI[f]F[g] dans
L'(R%) donc aussi dans S’'(R%).

En passant a la limite dans F[f, * gn] = F[fu]Flgn], on trouve bien F[f = g] =
FIf1Flg). O

1 1
E le 3.33. P eC R(a) >0 )= ———etc (t) = ———.
xemple our a avec R(a) , posons ¢ (t) ot 2imt o Ca (t) p o
Alors, si a,b e C, avec R(a), Re(b) > 0. Alors ¢} = ¢f =c}, ey vcy =cietel vey =
— ot
xcy = 0.

CG.
En effet, on a

) el—at2nmt)z +o 1
f 1[0.+7;,) (l,)efazehﬂ'tx dl‘ B -t
R 2itt—a |, a — 2imt
et
) (a+2nmt)z 10 1
J 1(774 0](Z)eame217rta: dx = 67 -
R ’ 2t + a o a + 2imt

donc avec la formule d’inversion de Fourier (dans L?) Flc}](x) = 1 o (x)e™ et Fle;](x) =
1[0,+oo) (z)e—*.
Mais alors
Fleg #cfl@) = Fled (@) Fleg1(@) = 1o ,01(2)e™ 1 (—op 07 (2)e"™

= 1y (ac)e(”*b)m = ]:[C(J{er].

. . o e,z . + + _ +
Ainsi, par unicité de Fourier, ¢} * ¢, =c, ;.
D’autre part

Fled v, (@) = Flel(@)Fle, 1(z) = 1o o) (2)e™ Ly 1o (@)™
= Op.p.

Par injectivité de Fourier, ¢} # ¢, = 0. Les autres cas sont similaires.

4. SUPPORT

4.1. Définition du support. La notion de support est plus subtile qu’il n’y parait.
Lorsque f est réguliere, disons simplement continue, on définit

supp f = {z e R? : f(x) # 0}.

On prend 'adhérence parce qu’on veut que le support soit fermé, ainsi, si le support est
de plus borné, il est compact.

On voit immédiatement que cette définition pose probléeme lorsque f n’est plus réguliere.
En particulier, elle n’a pas de sens si f € L? car alors 0 = 0 4+ 1g presque partout et
{reR : 1g(x) # 0} = Q = R. Le support dépendrait alors du représentant, ce qui n’est
pas souhaitable.

Il est toutefois aisé de définir f a support compact 8'il existe R > 0 tel que f(z) = 0
pour presque tout z avec |x| = R. Cette notion ne dépend pas du représentant et évite
soigneusement de définir le support. Notons que, dans ce cas, pour toute fonction ¢ de
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classe C* dont le support (qui est bien défini) est inclus dans {z € R? : |z| > R} on a

| s@e@ iz -0,
R
Réciproquement, supposons que pour toute fonction ¢ de classe C* dont le support est

inclus dans {zr € R? : |z| > R} on a f(z)p(z)dr = 0. Soit alors xy avec |zg| > R
Rd

et 0 < 2r < R — |zo|- Soit ¢, € C*(R?) telle que supp ¢, < B(7o,27), |on| < 1 et
¢n = Lpgmsen fS On a alors |f(2)pn(@)] < [f(2)[1p(me2r) € L? et f(2)pn(z) —
|f(x)|1B(zo,7") donc

0= f@)pn(x)dz - f (@) L) da.
R4 R4

Ainsi f = 0 presque partout sur B(zo, ). Le choix de z( et de r nous dit alors que f =0
presque partout sur RN\ B(0, R).
Cela nous conduit donc a définir le support de f € LP par son complémentaire

RN supp f = U {B(x, r) : Vo e CL avec suppy € B(z,r), f(@)p(x)dr = O} .
Rd

On remarque plusieurs choses:

~ R4\ supp f est une réunion d’ouvert et est donc ouvert donc supp f est fermé;

— cette définition ne fait intervenir f que dans une intégrale et ne dépend donc pas du
représentant de f (on peut modifier f sur un ensemble négligeable) et a donc bien un sens
pour f € LP et méme f € Lj

— cette définition fait intervenir la distribution associée Ty puisque J f(@)p(x)dr =
Rd

(T, ).
Il est donc logique de définir:

Définition 4.1. Soit T € D'(RY), alors
RN supp T = U {B(z,7) : Yo € CL avec suppy c B(z,r), {T,¢)=0}.

Ainsi, un point x € R? n’est pas dans le support si (et seulement si) il existe r > 0 tel
que pour tout ¢ € CF, avec supp ¢ < B(x,r), {T,p) = 0.

Exemple 4.2. Pour tout a € N¢, supp 0“3, = {0}

En effet si x # xg, et 7 = | — 0] alors, si ¢ € CZ” avec supp ¢ < B(x,r/2), pour tout y €
B(z0,7/2) ona ¢(y) = 0 donc 0%¢(y) = 0. En particulier (0%0,,, ¢ = (—1)1*0%p(z) = 0.
On vient donc de voir que supp 0%d,, < {xo}.

Enfin, soit x € C¥ une fonction telle que x(z) = 1 au voisinnage de xg et ¢ = (x —
z0)*x(x). On a, pour tout 3 € N avec § < o, 0“7 P (x — ) = E(m — 20)? qui s’annule

donc en z sauf si B = 0 lorsque cette quantité vaut «!. Par ailleurs 0°x(zg) = 0 sauf si

$Une telle suite s’obtient & partir de la régularisation de 15 (4, sgn f par une approximation de I'unité
a support compact: (1g(qq,r) g0 f) * Xn OU Xn = ndx(n(x —z0)) et x une fonction C & support B(0,r),
positive, d’intégrale 1.
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B = 0. En utilisant la formule de Leibnitz, on a

0% = (a) 0% Pz — 0)0°x.

2\

Ainsi, en xzg, 0%p(xg) = a! £ 0. Mais alors (0%0,,,p) = 0%¢p(zg) = a! donc zy €
Supp 00, -

4.2. Distributions & support compact. Observons tout d’abord que toute distribution
est limite (au sens des distributions) d’une suite de distributions & support compact. Il
suffit en effet de fixer x € C*(R%) avec x(x) = 1 si |z| < 1, de poser x,(x) = x(x/n) puis
T, = Txn. Alors si p € CX(RY), px, = ¢ pour n assez grand (plus précisément pour n tel
que supp ¢ < B(0,n)) et donc

(T, o) = T, 0) =T, xntpy = (T, 0) — T, ).

Lemme 4.3. Si T € D’ est a support compact, alors T est d’ordre fini et se prolonge en
TeS'.

Proof. Supposons que T soit a support compact, et soit R > 0 tel que suppT < B(0, R).
Soit x € C*(R?) une fonction telle que x(z) = 1 si |z| < R et suppx < B(0,2R). Soit
alors ¢ € C*(R%). On a ¢ = xp + (1 — x)¢ et xp, (1 — x)¢ € CX(R?) avec supp(l —
X)¢ € RA\B(0, R). Par définition du support, on a donc (T, (1 — x)¢) = 0 donc (T, p) =

(T xpy +<T', (1 = x)pp = T, x)-
Il est alors facile de voir que T' est d’ordre fini puisqu’il existe C; N > 0 tels que, pour
toute ¢ € CX (R?) avec suppy < B(0,2R),

KT, )l < € sup 074,

la|<N

Mais, avec la formule de Leignitz, si ¢ = x¢ dont le support est dans B(0,2R)
o « a—p3 B : B

oot < 3 (5) 1101 < Ca sup 127

B

o’e]

ou C, ne dépend que de « (et de x) mais pas de ¢. On a donc

(4.9) KT, ¢)| < C sup C, sup ||(9ng
la]<N |BI<N

0"

Ainsi T est bien d’ordre au plus V.

On prolonge ensuite 7' en une forme linéaire sur S(R?) en posant (7T, o) = (T, px). On
a déja vu que T est bien défini ainsi si ¢ € CJ, ceci est donc bien un prolongement de T &
S(R%). Le calcul précédent est toujours valable et (4.9) montre que T € S'(R?). O

Notation 4.4. On note £ (R?) I’ensemble des distributions & support compact. On a donc
E'RY) < §'(RY) « D'(RY).

Remarque 4.5. On a vu que si x = 1 au voisinnage du support de T alors on prolonge T’
en une distribution tempérée en posant (T, p) = (T, x¢) pour tout p € S(R?).

Il se trouve que cette définition ne dépend pas du choix de x.

En effet, soit T une distribution & support compact et soient x, Y deux fonctions C*
a support compact telles que x(x) = x(z) = 1 pour tout z € V ou V est un ouvert
contenant supp 7. Alorssi ¢ € S, (x —X)¢ est une fonction de C¥ dont le support est dans
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RNV < RN\ suppT. Par définition du support, on a donc (T, (x — X)) = 0 ou encore
(T, xe) =T, Xp)-

On remarque de plus que cela permet de d’étendre la définition de T" aux fonctions qui
ne sont C* qu’au voisinage de supp 1. Par exemple, si suppT < B(0, R) et si  est une
fonction C* sur B(0, R), on peut prolonger ¢ par 0 en-dehors de B(0, R) (on n’aura pas
une fonction C* sur R?). On prend alors x € CX(RY) telle que x = 1 sur suppT et x = 0
sur R‘/\B((). R). On peut alors poser (T, ¢y = (T, x¢y. On remarque que yp € C¥ donc
ceci a parfaitement un sens.

Remarque 4.6. On a supp7,T = suppT — a. Cette propriété provient directement du
méme fait pour les fonctions C*. Nous laissons cela en exercice.

Théoreme 4.7. Soit T € D'(R?) telle que suppT = {xo}. Alors il existe N et {co : a €
N% |a| < N} tel que
T= ) cad®0u.

la|<N

Démonstration. Avec la remarque précédente, il suffit de considérer zy = 0.

Pour simplifier, nous allons nous placer en dimension d = 1. Nous avons déja vu que T
était d’ordre fini puisque {0} est compact et nous allons noter N lordre de T'.

Fixons x € C* avec x(x) = 1 sur [—1,1] et x(z) = 0si |z| = 2 et posons x.(x) = x(x/e).

Soit alors ¢ € CF et écrivons ¢ = x.¢ + (1 — xc)¢ . Comme (1 — x.)p est a support
dans R\[—¢, €] et que le support de T est {0}, on a (T, (1 — xc)¢) = 0 et donc

<T7 ()0> = <T7 @XE>'

Etape 1. Si 3*(0) = 0 pour tout k < N alors (T, ) = 0.
En effet, 0*¢(0) = 0 pour tout k < N alors |0F¢(t)| = O(tN=F+1) en 0 (il suffit d’écrire
la formule de Taylor de 0¥¢(t)) i.e. il existe e tel que |Fp(t)| < CptN=F+1 si [t < .

On prend maintenant € < = min €. Mais alors T" étant d’ordre IV,

yeeey

="

(4.10) KT, )| = KT, x-t"¢)| < C sup |07 [xt" ]
Js
On écrit alors la formule de Leibnitz
j _ I\ Ak ~i—k
xep]e = Z (k) 0" x0" " [p].
k<j
Mais maintenant, 0%y (z) = e %y ¥ (x/e) est supporté dans {|z| < 2¢} et donc

|akxeajfk[<p]| < gfk‘ X(k) H/ Cj_k(Qs)Nf(jfk)+1 < 2V ax Hx(k)

max Cje¥N It
k<N

« JEN

quand £ — 0 puisque j < N. Mais alors, en faisant tendre ¢ — 0 dans (4.10), on obtient
(T, py =0 comme annoncé.

Etape 2. Conclusion.

Soit maintenant ¢ € C quelconque. On définit
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On remarque que ¢ € C et que, comme x = 1 au voisinage de 0, son développement de
Taylor en 0 s’annule jusqu’au rang N (au moins) donc ¢ vérifie les propriétés de I’étape 1.
On en déduit donc que

() )
(@.11) 0=y =@ - 7 @),

J<N

(—=1)CT, 27 x(x))
!
(—=1)7{d7 60,1 ). Mais alorsj(4.11) se lit

T,y = Z a;{780,)

J<N

On pose alors a; = qui ne dépend pas de 9 et on remarque que ¢\ (0) =
J

our tout 1, soit encore T = a;0? 8y comme annoncé.
) j
JSN
O

Exemple 4.8. Nous pouvons maintenant déterminer les distributions 7T telles que 27T = 0
ou m est un entier, m > 1.

En effet, commencgons par montrer qu’une telle distribution est & support {0}. Soit donc
xo £ 0 et r < |z9|/2 de sorte que 0 ¢ [xg — 7, 29+ 7]. soit ¢ € C*(R) avec son support dans
[0 — r,zo + r]. On peut alors définir ¢ par ¢¥(z) = x~™¢(x) et remarquer que ¥ € CF
puisque ¢ = 0 au voisinage de 0. Mais alors

<T7 <P> = <T7 CUmi/J> = <me> 1/}> =0

(ceci a bien un sens puisque ™7 € D’ et ¢ € CF). Ainsi xg ¢ supp T donc supp T’ < {0}.
D’apres le résultat précédent, T est donc une combinaison linéaire de dérivées de masses
de Dirac,

N
T = Z Cjajéo.

J=0

Déterminons alors 27 g: soit ¢ € CX, on a

&m0,y = {780, 2™p)y = (—1)'{do, " [z"¢])

<—1>f‘<6o, Z (1) ak‘[xm]aj—%>

(1) ) (i) (b0, P[] .
k=0

Mais alors,
—si k> m, *[2™] = 0 donc {do, ¥ [x™]0" Fp) = 0;
—si k <m, *[2™] =0 en 0 donc (&o, O*[z™]07*p) = 0% [2™](0)07 F(0) = 0;
—si k =m, *[z™] = m! est constant donc {5y, 0™ [z™]7 ") = mldT " p(0).
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Il en résulte donc que
0 sijjim 0 si jjm

moig, = [ , = j . :
("0, ) (—1)? <j> mloI=™p(0) sij=m (=1)™ (j> mi{I=™8, oy sij=m
m

m

Ainsi X™T = 0si N <m alors que si N > m,

N .
2T = ) (=)™ (%) mle’ "8,
j=m

qui n’est nulle que si tous les ¢; sont nuls.

En résumé:
m—1

Les distributions qui vérifient x™T sont les distributions de la forme Z cj 6.
§=0

5. DERIVATION ET INTEGRATION DANS LE CROCHET DE DUALITE
5.1. Dérivation.

Théoréme 5.1. Soit T € D'(RY) et soit p € C*(R? x RP) & support compact sur R?
i.e. il existe R > 0 tel que, pour tout (x,y) € R? x RP avec |z| > R, ¢(x,y) = 0. Alors
F:y— (T, ¢(-,y)) est de classe C* et 0°F = (T,05¢(-,y))

Dans cet énoncé, (T, ¢(+, y)) signifie que la distribution T agit sur la fonction z — ¢(z, y)
et y est un parametre. Une écriture commune alternative est (T, o(x,y)>.

Démonstration. Nous allons en fait montrer que si ¢ est de classe C?> en y alors y —
(T, p(,y)) est de classe C! et OF = (T, 0,¢(-,y)). Une récurrence immédiate permettra de
conclure.

Pour simplifier, nous allons nous concentrer sur la dimension D = 1. Le cas de la
dimension supérieur est identique.

Soit alors p € C*(R? x R) et R > 0 telle que ¢(z,y) = 0 si |#| > R. On commence par
écrire la formule de Taylor avec reste intégral dans la variable y

(2,90 + h) = o(x,90) + Oyp(w,yo)h + (2, Y0, h)

avec
h? (!
r(x, Y0, h) = ?J (1- t)&gga(x,yo +th)dt.
0
On remarque 7(z, Yo, h) = 0 si |z| > R et que  — r(z,yo, h) € C*(R?). Bien évidemment
x — Oyp(x,1y0) €CL (R?). On peut donc écrire

<T7 <P($, Yo + h)> = <T7 50('7 y0)> + h<T7 ay@('v y0)> + <Ta T(', Yo, h)>

Si on montre que {T,7(-,yo,h)) = o(h) on aura le résultat: F : y — (T, p(z,y)) sera
dérivable en yo de dérivée (T, d,¢(+, yo))-

Mais la formule du reste intégral et la dérivation sous U'intégrale (justifiée par le théoreme
de dérivation des intégrales: fonction C”, intégration sur un compact) nous donne, pour
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tout «, pour |h| <1

R (!
oeren )l = || (=030 0+ th)de
0
h? (!
< 5 | (A=0l0zage(w, yo + th)| dt
0
h? 5
< sup |03 0y, y)|.

2 fol<R Jy-yol<1
Mais T € D', il existe donc C, N tel que, pour tout ¥ € C*(R?) avec suppt < B(0, R),
KT, ) < C sup 9],

la]<N

En appliquant cela & @ — r(x,y0,h) on a

C
KT, (@, yo, h))l < h?— sup sup |07 050(x,y)| = O(h?)

lal<N [2]<R,ly—yol<1

comme souhaité.
Le cas de la dimension D > 2 requiere d’utiliser la formule de Taylor a plusieurs variables

he 1
Pl + ) = plogn) + (Tolwun) By +2 3 0 [ (1= 035p(a,zo + th) .
0

Ja|=2

O

Exemple 5.2. Soit T € D’'(R?), alors pour toute ¢ € CX(RY), y — (T, p(z — y)) € C*.
Un exemple un peu plus évolué: si b € C*(R?) alors pour tout ¢ € CF(R?), y —
{(7yb)T, ¢y € C* puisque {(1,b)T’, ) = T, bz — y)p(x)).

5.2. Intégration.

Théoréme 5.3. Soit T € D'(R?) et ¢ € CF(R? x RP). Alors

j <T,so(-,y>>dy=<j T ) dy).

Démonstration. Notons qu’on suppose ici que ¢ est a support compact dans les deux

variables: il existe R > 0 tel que ¢(z,y) = 0 si |x| > R ou |y| > R i.e. ¢ est a support

[-R, R]? x [-R, R]. Pour simplifier, nous allons & nouveau nous contenter du cas D = 1.
On veut donc démontrer que

[ ewma=a. [ s

—or —o
L’idée de la démonstration est d’introduire un parametre dans l'intégrale et de montrer

+y

Tl it =<, [ ol aty

—30

a ’aide du théoreme de dérivation.
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On prend x € C‘Z’R), X =0, x(y) =0si |yl > Ret J X(y)dy =1 et on pose
R

b(z,1) = (@) — x©) j ol t)dt.

R
Treés clairement, v est & support [—R, R]? x [=R, R], ¥ est C* (I'intégrale en t est en fait
sur [—R, R], donc aucune difficulté & dériver sous le signe intégral) et J Y(x,y)dy = 0.
R

y
On définit ensuite ((x,y) = Y(x,t)dt. Tres clairement, ¢ est C*, ((x,y) = 0 si
—

|z] > R, {(x,y) = 0siy < —R. Enfin, si t > R, Y(x,t) = 0 donc si y > R, ((x,y) =
Sii P(x,t)dt = 0. Ainsi ¢ € CF. On peut donc définir y — (T, ((-,y)). En dérivant cette
fonction a 'aide du théoreme précédent, on obtient
donc en utilisant que (T, x(-,y)) = (T, ((-,y)) = 0 si y < —R, on en déduit que

y y

o o

On utilise ensuite que (-, y) = 0 si y > R pour obtenir

+0 R R
| vty = | @utop=a| v

—

— (T, +I¢(:c,t)dt>=0.

—a0

Mais, par définition

o= [Tawewy = [Caetm- [ o [ ewnanay

— 0 — oo — 0 —C

+o0 +
f (T, o)y dy — (T, j ol 1) dt)

— o0

qui est bien 'identité cherchée. O

6. CONVOLUTION

6.1. Convolution d’une distribution avec une fonction. Nous allons maintenant
définir b+ T. Commencons par les cas b € C. Faisons comme d’habitude en regardant le
cas T =Ty avec f € L%

b fla) = fRd F@Ob(@ — ) dt = (T}, b — ).

Proposition 6.1. Soit T € D'(RY) et be CX(R?) alors b+ T est la fonction sur RY définie
par b+ T(x) ={T,b(x —)). Alors b+ T € C* avec, pour tout c € N¢, 0%b+ T = (0%) + T.
Si de plus, T est a support compact, alors b+ T est a support compact avec

suppb * T < suppb + supp 7.
Ici A+ B={a+b: a€ A, be B}.
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Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoreéme de dérivation 5.1 pour obtenir la premiére
partie. Pour le support, on remarque d’abord que supp p(z — -) = {z} — supp ¢ donc si
x € supp b+ supp T alors supp p(z —:) nsuppT = & donc b+ T(x) =T, p(x —-))=0. O

Remarque 6.2. SiT est a support compact, il est inutile de supposer que b le soit également.
Tout d’abord, on prend x une fonction C qui vaut 1 au voisinage du support de T'. Alors

(T, )y = (T, xp) pour tout ¢ € C*.
On définit alors b = T'(z) = (T, b(x —-)) = (T, x(-)b(z — -)) et la proposition précédente
s’étend a ce cas.

Théoréme 6.3 (Régularisation des distributions). Soit ¢ € C*(R?) telle que ¢ = 0 et
¢(x)dz = 1. Pour A > 0, posons (\(t) = A~ (z/N). Soit T € D'(RY).
Rd

Alors ¢\ + T € C*(RY) et (\ * T — T dans D'(R?) quand A — 0.
En particulier, CX est dense dans D'(R?).

Démonstration. Le fait que ¢\ + T € C*(R?) a été vue dans la proposition précédente.
On veut donc démontrer que (¢ = T, vy — (T, @) pour tout ¢ € C¥. Mais

Ty = J‘ <7;7<A<t-—a:>>w<t>dtzj~ (T Ca(t — 2)p(t)y
Rd R4
=<LJ'@@—mwww>
Rd

avec le théoréme 5.3. Posons Cy () = (\(—2) et remarquons que ¢y est une approximation
de I'unité donc

Gneple) = [ Gt —a)elt)ar

est dans C, car ¢,(y € C. En particulier, les conditions du théoreme 5.3 sont bien
remplies.

On a donc () =T, p) = <T, Gy gp>. Mais si ¢ est fixé et A < 1, il existe R > 0 tel que
supp @, supp (y #* ¢ < B(0, R). 1l existe alors C;, N > 0 tel que, pour toute ¢ € CF avec
supp ¢ ¢ B(0, R),

KT, ¢)| < C sup [0

|a|<N
On va appliquer cela a ¥ = () * p — ¢ en remarquant que 0“[(y * @ — p] = () # (0%¢) — 0%p
donc

K # Ty 0) =Tl = KT, 0\ %9 — )l
< C | S|u<pN [0“T¢x = @ = @]l

C s 0+ (0%9) = %], = 0
la|<N
quand A — 0. Cela provient du fait que si ¢ € CJ* alors () * 1) — 1) uniformément et qu’on
a un nombre fini de telles limites (rédaction laissée au lecteur).
Enfin, si on commence par approcher T par une distribution 7. a support compact puis
T, par () * T, (qui est de plus & support compact) on aura la densité de C* est dense dans
D'(R?). Nous laissons les détails au lecteur. O
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6.2. Produit et produit de convolution de deux distributions. Une idée pour définir
S # T consiste & commencer par prendre S,T comme étant S = Ty, T = T, avec f,g des
fonctions C. Alors, si p € CF

g = | Fea@e@do= [ [ jwale- e ey

J]Rd 1) (fR 9(z —y)e(x) dy) da.

On pose alors Zg(t) = g(—t) et on remarque que f gz —y)p(z)dy = (Zg) * ¢ donc
R4

<Tf*g790> = <Tf7 (Zg) * 90> = <TfaTZQ * 90>

On remarque aussi que

Tz = | =)o)t = | a(@)e(—a)do = (T, 7).
Cela nous conduit a la définition suivante:

Définition 6.4. Soit S,T € D'(R?) deux distributions avec T & support compact.

On définit alors T € D'(RY) comme suit: pour tout ¢ € C*(R?), (ZT,py = (T, Zp) o
Zp(x) = p(=1x).

On définit S = T € D'(R?) comme suit: pour tout ¢ € CL(RY), (S + T,y =S, ZT * ©).

On vérifie sans peine que ZT € D’(R?). On remarque ensuite avec la proposition 6.1 que
ZT +¢ € CX(R?) donc que ST est bien défini. Le fait que S+7T € D’ est laissée en exercice
(un peu pénible, il faut reprendre les estimations de [[0“T # ¢, de la démostration de la
proposition 6.1).

On a les propriétés suivantes:

Proposition 6.5. Soeint S, T € D'(R?) deux distributions avec T & support compact. Alors
S«TeD'(RY) et 0%(S+T) = (0S)*T = S=(0°T). Si de plus S est également & support
compact alors S «T =T = S.

Démonstration. En effet,
@ S*T, 0y = (—1)IIS =T, 0%0)(—1)!°IS, (2T) = (0°¢))
= (D)8, 0% ((ZT) * ¢) ) =€0°5,(ZT) * o)
— ((@°9)+ T\ ).

On a donc bien %S « T = (0%S) = T.

Par ailleurs, remplacons provisoirement la notation ¢, T' par Popérateur Z, Z : ¢ — ¢
et Z: T — T. En particulier, on a (ZT,¢) = (T, Zp) et 0*[Zp] = (—1)I*1Z[0%¢]. On
obtient donc

(=D)*ZT, 0% = (~1)I*KT, Z[9*¢])
= (T1,°[Z¢]) = (-1)°K°T, Zp)
(—1)*Z[0*T], %)

O*[ZT], )
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donc 9°[ZT] = (—1)1* Z[0“T]. Mais ensuite

(0“S =T, p) (—D)IlS,0°((2T) = ) ) = <S, ((=1)llo>(21)) = ¢>

(5.(2@°T)) ) = (S (°T). .
On a donc bien 0%S « T = S # (0°T).

Si S et T sont toutes deux a support compact, alors (S = T, @) = (S, T = @y et (T * S, ) =
<T, S ¢>. Pour vérifier que ces deux quantités sont identiques, on remarque qu’elles
le sont si S et T sont (les distributions associées &) des fonctions de C. Pour le cas
général, on commence par régulariser et ensuite on passe a la limite apras avoir montré
que (S,T) — S =T est continue lorsqu’on fiwe les supports de S et T' (détails laissés aux
lecteurs). O

En guise d’exemple, regardons le cas des masses de Dirac et de leurs dérivées:
Lemme 6.6. Soient a,be R? et a, B € N¢, alors (0%0,) * (0°8,) = 0°TP6qs.
Démonstration. Tout d’abord, {Zd, p) = {8y, Z) = p(—b) = {5_4, p). Ensuite Z[0°5,] =
(=1)IB168 Z[6,] = (—=1)1P1085_y,. Puis

(Z10°8]) s o(x) = ((~D)11070.p) # () = (=1) 107 (5 % ¢) ()
= ()PP (z — gz + b)) = (—1)AlPp(x + b).

Enfin
(0%6a) * (2°63), )

(0%6a, (Z[0°63]) # ) = (=1)P1{0%6a, (- + b))
(=184, 070 (- + b)) = (1) Fl0** P p(a + 1)
<aa+ﬁ5a+na§0>

comme annonceé. O

La définition du produit de convolution plus général de deux distributions est délicate.
Nous allons donner une seconde définition dans le cadre des distributions a support compact
qui peut étre étendu sous des conditions de support moins restrictifs.

Tout d’abord, rappelons qu’on ne peut pas définir de fagon générale le produit de deux
distributions sans risquer de se heurter a des incohérences. Par exemple, s’il est naturel
de définir 6,0, = 0 si a F b, on devrait ensuite avoir 62 = limy_,, 6,6, = 0 Mais alors, en
prenant Y, une approximation de I'unité, y,, — dg, on aurait x,d = x»(0)dp qui ne peut
avoir de limite puisque x,(0) — +o0.

On peut toutefois définir le produit tensoriel de deux distributions si S € D'(R?) et
T € D'(RP) on définit S® T € D'(R? x RP) par

(SOT, p(z,y)) = (e {Tys p(x,9)))  peCS(RIxRP).
On pourrait aussi définir

ST, p(z,y)) =Ty, (Su,p(x,y)))  weCI (R xRP).
11 se trouve que ces deux définitions conduisent toutes les deux a la méme distribution (qui
est bien une distribution). Notons aussi que z — {Ty, ¢(z,y)) et y — {(S;, ¢(x,y)) sont

bien dans C donc que ces définitions ont un sens.
On vérifiera sans peine que 6, @ §y = (5. ,)-
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Si on souhaite définir la convolution de deux distributions S,7', on commence comme
d’habitude par regarder le cas S,T € L .. Comme le convolution usuelle n’est pas définie
sur Llloc on va restreindre d’avantage en ne regardant que S = Ty, T' = T, avec f,g € S(R?).
Alors si ¢ € CF(R?),

{fxg,9)

f * g(@)p(z) dz = j F(Hg(x — typ(x) dt de
Rd Rd JRd

- J,]Rdx]Rd f(H)g(s)p(s +t)dsdt = (f ® g, o(s + 1)).

On voudrait donc définir (S * T, o) =<{S T, ¢y ot ¢(x,y) = p(x+y). L'ennui est que,
bien que p € C¥(R?), ¢ ¢ C*(R? x R?) mais n’est pas & support compact. On ne peut
donc utiliser cette définition en toute généralité.

Toutefois, les choses peuvent s’améliorer si les support de S et de T ne sont pas RY.
En effet, si U (resp. V) est un ouvert qui contient le support de S (resp. de T) et si
Xs (resp. xr) est une fonction de C*(RY) telle que xs = 1 sur suppS et & support
dans U (resp. xr = 1 sur suppT et a support dans V') alors S = xgS (resp. T =
x7T). On voudrait alors définir (S =T, ) = (xsS @ x1T,¢) = (SRT,xs ® xrd) ou
Xs ® xro(x,y) = xs(x)xr(y)e(x + y). Il est possible que cette derniere fonction soit a
support compact i.e. si {(z,y) €U x V : x4 y € supp ¢} est borné.

Définition 6.7. On dira que S,T € D'(R?) sont convolable s’il existe un voisinage U de
supp S et un voisinage V. de supp T tels que, pour tout R >0, {x € U, yeV : |z +y| < R}
est borné.

Dans ce cas, on définit xs et xp comme ci-dessus et la convolution de S et T est définie
par (S =T,¢) =(SQ@T, ) ={(S®T, x$).

En premier lieu, remarquons que si U (ou V est borné, U < B(0, p) alors si |z +y| < R,
lyl< R+pdonc{zeU, yeV :|v+y| < R} < B(0,p) x B(0, R+ p) est borné. Ainsi, si S
ou T est a support compact, S et T sont convolables. On peut montrer que cette définition
de la convolution coincide avec la précédente.

Un deuxiéme exemple est le suivant: supposons que supp S € U = (—o0,a) et suppT <
V = (—o0,b) avec a,b > 0. Alors,sizeUetyeV avec |z +y| < R,ie. - R<z+y<R
alorsz > —R—y > —R—bet de méme y > —R—a. Ainsi, (z,y) € (—R—b,a) x(—R—a,b)
qui est borné donc S, T sont convolables.

En guise d’exemple, regardons ce que vaut (6%6,) # (0°8;,). On commence par prendre
X € CFX qui vaut 1 au voisinage de (a,b). Alors

{(0%6a) * (0°6s), ) {(0%6a)0 ® (0°61)y, X (2, y)p(z + 1))
(1) AIS, @ 6y, 0200 [x(x, y) (@ + 1))
= (=1 P28 X (z, y)p(z + y)](a,b).

Mais, en utilisant la Formule de Leibnitz et le fait que x(a,b) = 1 mais ag‘ﬁgx(cu b) =0 si
|| ou |B] = 1, toutes les dérivées doivent donc porter sur ¢ donc

{(@%60) = (750).0) = (1)1 p(a 4 b) = (P61, 0).
On a donc montré

Lemme 6.8. Soient a,be R? et a, B € N, alors (0%,) * (0°8,) = 0°“F6414.
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7. UNE AUTRE APPLICATION DES DISTRIBUTIONS AUX EDPS

7.1. Solution fondamentales. Nous allons dans cette partie nous intéresser a des équations
aux dérivées partielles a coefficients constants, c’est-a-dire a des équations de la forme
P(0)u = f ou P est un polynéme & d variables de degré N,

P(z) = Z aqgz® donc P(0) = Z aq 0%

aeNd |a<N aeNd |a<N
f e D'(RY) et la solution u € D'(R?).
Exemple 7.1. Voici quelques équations aux dérivées partielles classiques qui sont de cette
forme
(i) L’équation de transport dyu + {a, Vuy = 0 associée au polynéme P(t,x1,...,xq) =

t+aix; +---+aqxq.
(ii) L’équation de la chaleur (ou de Fourier) d;u — Au = f associée au polynéme

P(t,xy,...,xq) =t — a3+~ — 22,

(i) L’équation de Schridinger idsu — Au = f associée au polynéme P(t,x1,...,24) =
it —ai+ - — a3

(iv) L’équation de Laplace (ou de Poisson) de electrostatique, Au = f associée au
polynéme P(z1,...,2q) = 2% 4+ --- + 22,

(v) L’équation des ondes 0?u — Au = f associée au polynéme P(t,z1,...,14) = t* —
34—

Définition 7.2. Soit P un polynéme. L’équation homogene associée a l’équation P(0)u =
f est équation P(0)u = 0.

Une solution fondamentale (ou fonction de Green) de l’équation P(0)u = f est une
distribution G € D'(RY) telle que P(d)u = 6.

Lemme 7.3. Siu et 4 sont deux solution de l’équation P(0)u = f, alors v = 4 — u est
solution de l’équation homogeéne.

Supposons que ’équation P(0)u = &g ait une solution fondamentale G. Si f est a support
compact, alors u = G = [ est solution de I’équation P(0)u = f. Dans ce cas, u est la seule
solution a support compact.

Proof. La premiere partie est immédiate et provient de la linéarité de ’équation. La seconde
provient du fait que si f est & support compact, G # f est bien défini et (G = f) = (0G) = f
donc
PO)G=f)= (P(@)G) xf =00 f=f.
Si G était a support compact, on pourrait se passer de ’hypothese sur le support de f,
malheureusement ce n’est jamais le cas.
Enfin, si T est une solution & support compact, P(0)T = f alors

T=6+T=(P0)G)«T =P)(G+T)=Gx (PO)T)=f=T
comme annoncé. O
Nous allons admettre le résultat (difficile) suivant

Théoréme 7.4 (Ehrenpreis-Malgrange, 1955). Tout opérateur différentiel a coefficient
constant P(0) admet une solution fondamentale.



40 PHILIPPE JAMING

Avant de continuer, nous allons reformuler I’équation P(d)u = f sous forme d’une
équation de convolution A = u = f. Pour cela, nous allons utiliser le lemme suivant:

Lemme 7.5. Soit a € N et T € D'(R?), alors 0°T = (0%5g) + T

En effet. , on aT =y +T et ceci a bien un sens puisque dg est a support compact. De
plus 04T = 0*(g * T) = (0%dp) = T. 0O

Ainsi, si P = Z|a|sN cqox®, on peut lui associer

— l'opérateur différentiel P(0) = 3, <y €a0”

- la distribution P(0) = X, < n €a 0”00

et alors P(0)T = P(§) = T. Une équation aux dérivées partielles & coefficients constants
P(0)T = f se ramene donc & une équation de convolution P(0) « T = f.

Notons que d’autres types d’équations sont des équations de convolution. Par exemple,
Iéquation aux différences 7,7 — T = f se lit (6, — do) * T = f.

Définition 7.6. Soit A une distribution a support compact. L’équation A +T = f est
appelée équation de convolution.

On dit que A admet une solution fondamentale s’il existe une distribution G telle que
AxG= 5().

Remarque 7.7. Analyse de Fourier et solution fondamentale

Avant de continuer, remarquons que ’analyse de Fourier permet de déterminger G. Nous
admettrons que si A est & support compact, alors F[A] est une fonction C*. 1 Par exemple
F[P(6)] = P(—2iw€) (ou plus précisément, la distribution associée & P(—2in¢)). De plus
F[AxG] = F[A]F[G] pour tout G € S'(R?). Ainsi s'il existe G € S'(R?) tel que A*G = g
alors F[A]F[G] = F[do] = 1 donc F[G] = 1/F[A]. Deux difficultés se présentent alors,
d’une part, il faut pouvoir montrer que 1/F[A] € 8’ ce qui permet de définir G € S’ par
F[G] = 1/F[A], d’autre part, il faut étre capable de d’inverser cette transformée de Fourier
(ou au moins d’obtenir des estimations sur G a partir de sa transformée de Fourier).

Théoreme 7.8 (Régularité des solutions). Soit P un polynéme et G sa solution fonda-
mentale de P(0)G = &y. Supposons que G est une fonction C* sur R4\{0}. Alors si
f € CP(RY), toute solutions de P(§)u = f est dans C*(R?).

Notons que la distribution G ne peut étre C* sur R? puisqu’alors 6 = P(0)G serait C*.

Démonstration. Commencons par donner le sens précis de ce théoreme:

Dire que G est une fonction C* sur R%\{0} signifie que, pour toute fonction zy # 0,
pour tout y € Cr (R?) avec x(z) = 1 au voisinage de zg et y(z) = 0 au voisinage de 0,
x1T = Ty avec f une fonction C”.

Ensuite, a f on associe la distribution 7% et ce que nous affirmons est que si 1" € 'D’(R‘])
est tel que P(6)T = f alors T'= T, avec g € C”.

Soit donc T € D'(RY) tel que P(0)T = T} et soit mg € RY. Soit 1 € C.(RY) telle que
Y = 1 sur B(xg,70). Alors u est une distribution a support compact. Commengons par
écrire G+ P(6) = P(6)+«G = 6p et P(0)#u = Ty. Donc xT = 6o+ (xT) = ((,':E:I’((S)) x(xT) =
G = (P(8) # (xT')) puisque le produit de convolution est associatif.

TLe théoreme de Paley-Wiener-Schwarz nous dit que F| [A] et en fait une une fonction entiére d’ordre 1
et donne aussi une réciproque que nous n’utiliserons pas ici.
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Ensuite, la formule de Leibnitz se lit

A 5 5] / AB—~
(?‘f(X'T) = '/\fﬂ‘jT + Z <A> (713,\((:‘¥ 'T.

04+~v<B

Comme y = 1 sur B(xg,70), 0°x = 0 si 8 # 0 sur B(zp,70) et on peut donc écrire
0% (xT) = x0°T + Rs ou le support de Ry est compact et n’intersecte pas B(xg, o). Ainsi

P(6) « (XT) = xP(0)+ T+ R=xTy + R
avec R une distribution dont le support est compact et n’intersecte pas B(xg,rg). Par suite
XTI =G = (P((S) e (/\f]‘)) =G (xTy)+G = R.

Notons que xTy = Ty et que xf € Cf donc G # (xTy) € C” par les propriétés de
régularisation de la convolution. Il reste donc & démontrer que G = R € C* au voisinage de
xg.

Soit 0 € CF une fonction qui vaut 1 sur une boule B(0, p) et 0 en-dehors de B(0,2p).
On écrit

G+*R=(0G)*R+ ((1-6)G) *R.
Comme (1 — )G € C™, on a ((1 —0)G) +ReC™.

Montrons maintenant que si 6 est bien choisi, (0G) = R est C* au voisinage de 0 (en fait,
nul). Pour cela, notons qu’on peut choisir p < r9/4 de sorte que B(xg,7/2) n’intersecte
pas le supp R+ B(0,2p) D supp R + supp 6 D supp R = 6. En particulier, si ¢ est & support
dans B(xg,70/2) alors {((#G) = R,y = 0 donc (0G) * R = 0 au voisinage de xg. O

7.2. Solution fondamentale du laplacien. L’objet de cette section est de déterminer
une solution fondamentale du laplacien i.e. une fonction G de classe C* sur R%\{0} telle
que —AG = 4.

Rappelons que G n’est pas unique, nous allons donc chercher G aussi symétrique que

possible.

Le cas de la dimension 1 est simple, on veut résoudre —G” = §o. On sait déja que
la fonction de Heaviside est une primitive de g donc G'(x) = —H(x) — ¢g avec ¢y une
constante. Mais alors il suffit d’intégrer G(x) = S(Q)C —H(t)—codt+¢1 = —xy —cpx + 1 ol
Ty = “ S? vz 0. Le choix ¢; = 0 et ¢g = —1/2 nous donne G(z) = —1|x|

0 siz<O0 2

Nous allons maintenant nous pencher sur le cas de la dimension d > 2. Avant cela,
remarquons que dy et A sont invariants par transformation orthogonale (donc par rotation).
Plus précisément, si A € O(d) est une matrice orthogonale, |det A| = 1 donc Agdg = g et
A(fo A) = (Af) o A. Nous chercherons donc G sous la forme d’une fonction radiale!.

Ecrivons donc G(z) = f(|z|). Rappelons que |z| = /22 + - - + z% est une fonction C*

sur RA\{0} et alors, un exercice de calcul différentiel nous montre que

AG(2) I d (ﬂli) fry  r=|z|>0.

T odlgr dr

INous n’affirmons pas a priori qu'une telle solution élémentaire existe, mais il se trouve que nous en
trouverons une.
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d
Ainsi, pour z + 0, on trouve rdild—f(r) = ¢ une constante i.e. f(r) = cr~?*!. Par suite,
r
un candidat pour G est
coln|z| pour d =2
Glz) =9 d>3
a2 pour a =

avec c¢gq une constante. Notons que G est bien C* sur R4\{0} et vérifie AG = 0 sur cet

ensemble. De plus G € L}, .(R?) ¢ S§'(R%): en intégrant en coordonées sphériques

R
f 1G(a)] dz = f f GO dr doa(0)
B(0,R) sa-1 Jo

o1 S¥7! = {x e R? : |z| = 1} est la sphére unité de R%~! et doy ; la mesure de Lebesgue
(de surface) de S%~!. Donc

_ R .
(712) [ jeaar= {70 Dlordr 9423
B(0,R) 2§, r|Inr|dr sid=2

Comme AG = 0 sur R%\{0} est vrai en tant que fonction, donc encore en tant que
distribution i.e. pour toute ¢ € C*(R?) avec supp ¢ < RN\{0}, (~AG, ) = —(G, Ap) = 0.

Il s’agit maintenant de déterminer cg pour que —AG = dg, c’est-a-dire pour toute
g€ CZ(RY), (—AG, %) = (30, ) = 9(0).

Nous allons admettre qu’il suffit de prendre ¢ radiale. Le raisonnement est le suivant:
rappelons que G est radiale, c’est-a-dire si A € SO(d) est une matrice de rotation (donc
det A = 1), alors G(z) = G(Axz). En terme de distributions, nous avons noté cela G = §4G.
On a alors

(AG, p) ={G,Ap) =64G, Ap) = (G, 64-18¢) =G, Aldar])

car le laplacien est invariant par rotation sur les fonctions d4A¢p = A[dap]. On utilise
ensuite que GG est une fonction localement intégrable donc

(AG, ) = G(z)A[0410](x) da.
Rd
Le membre de gauche ne dépend pas de G alors que celui de droite si, on peut donc
faire une moyenne sur les rotations. Une telle moyenne existe car, par exemple, le groupe
des rotations est compact ou alors en paramétrant I’ensemble des rotations. et intégrer
sur I’ensemble des rotations est simplement intégrer par rapport a #. On trouve alors en
utilisant Fubini

(AG, ) = JS()((]) JRd G(z)Aldpp](x)dedv(B) = JR(I G(x) JSO((]) Aldpp](x) dv(B) du.

Il reste a voir que

J Aldppl(z)dv(B) = A
S0(d)

J, ~ ¢(Bz) (11/([3)1
50(d)

et J o(Bx)dv(B) est radiale.
50(d)
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Par exemple, lorsque d = 2, I’ensemble des rotations est ’ensemble des matrices de la

: cosf) —sind , .
forme | . . Les étapes sont alors les suivantes
sinf@ cosf

(“)+( Jo(x cos @ + ysinh, —zsin @ + y cos ) de dy

1
(AG,p) = J Coln ———
\x2 + ;1/2

J J ( ; +( )' (zcosf + ysinb, —xsind + y cos ) de dy dd
Va? + 12

(zcosf + ysinb, —xsind + y cos ) df dz dy

27
coln —— J “2
J N a2+ y?

1 . o
— j coln ﬁ(?f + (T,j) <J o(zcosh + ysinb, —xsin b + y cos 0) (19) dzx dy.
Va2 +y 0

Il est alors facile de voir que
Zr
(x,y) — J p(zcosh + ysinb, —xsinh + y cos ) dd
est radiale.

Nous voulons donc montrer que ¢ € C(R?) radiale, (—~AG, @) = {5y, ¢y = ¢(0). Pour
cela, commengons par noter que

d d
(~AG, ) = Y (=G, 0y = Y} (9;G, ).

Jj=1 Jj=1

Mais, en écrivant |z|~9+2 = (23 +--- +22) 2 sid>3etIn |z| = 3 In(2% + 23) on obtient

immédiatement que

{—(d —2)carn sid>3
2t sid=2"

En particulier

—_— —(d—Z)Cdﬁ sid>3.
Qﬁ sid=2

Cette fonction est radiale, [VG(z)| = ka|z| @1 avec ky = ¢z et rg = (d — 2)cq si d = 3.
De plus |VG(z) € L},

R
J’ [VG(z)dz = ad_l(Sd_l)J V|G |r?t dr = kgoa_1(STHR < +oo.
(0,R) 0
Par suite, chaque coordonnée de V¢ est dans L], . c S’ et alors

d
A5G = [ D 06@oe) i
j=1

| w6t Ve

= lim (VG(x),Veo(z))dz

e—0 ‘37‘26
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puisque cette intégrale converge (VG est localement intégralble et Vi est bornée a support
compact).” Mais maintenant, ¢ étant radiale, on écrit ¢(z) = ¢(|z|) avec ¢ de classe C*
sur ]0, +00) et alors Vip(z) = ﬁ¢’(|x|) sixz # 0.

Séparons les cas d = 2 et d > 3. Commencons par d = 3, on a

[IRSCERCOTEE =—<d—2>0dfxlzg<|j}p|;”|>¢'<|x|>dx
- —(d—2)cdf 1

|z|=e |z|d—1

¢'(|z]) dz

= —(d—2)cgoq 1(ST) . ¢'(r)dr

€
= (d—2)cgoq-1(S""1)o(e)

ou on est passé en coordonnées sphériques dans la derniére intégrale et on a utilisé le fait

qu’on intégrait une fonction radiale. Par suite, en faisant ¢ — 0, et en remarquant que

() = p(g,0,...,0) on a
(=AG, ) = (d = 2)caoq-1(S")9(0).
1
(d — 2)Jd,1(Sd71)

r ,
= LPKWWWW')“

1 +C
= ch’ —¢'(|x]) dz = 27eo @' (r)dr
|

z|=e |.’E| €
= 2mcap(e) = —2mwead(0)

quand € — 0. On choisit donc cg = —1/(27).
En résumé:

11 suffit donc de choisir ¢g = pour que G soit une solution fondamentale

du laplacien.
Le cas d = 2 ne differe que tres peu:

|, e, Vet

Théoréme 7.9 (Solution fondamentale du laplacien sur R?). La distribution E associée
a la fonction localement intégrable G définie sur R4\{0} par

— || sid=1
G(z) = { —5= In|z| sid=2

1 ‘
(d—2)oq_1 (ST 1) [x[T—2 std>=3
est une solution fondamentale du laplacien —AE = §y.

Voici quelques autres exemples:
— une solution fondamentale de I’équation de la chaleur dyu(x,y) — Ayu(x,t) = f(z,t)

est G(x,t) = (41;()153/2 exp (—%).
= 1
— une solution fondamentale de du(z,y) := 5(636 + 10 )u(z,y) = f(z,y) est G(z,y) =

1 1
7+ Notez que G € Ly,

**Pour les deux derniers (-, -), il s’agit du produit scalaire de R4,
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APPENDIX A. APPENDICE: INTEGRATION SUR LA SPHERE DE R¢

Les coordonnées sphériques étendent les coordonnées polaire de la dimension 2.

On remarque que si x € R z # 0, alors z = r(Cy, ..., () avec r = |z| = (23 +---+22)1/?
et (F+-+G )+ =1

Il existe donc 04—1 € [0,7] tel que {4 = coslq_q et (2 + -+ (3, = sin? 0,_1.
Soit cette quantité est nulle, soit on divise par sin?fy_; et on a ((Q/Sin 04 1)% 4+ +
(Ca—a/sinBq_1)?)+(C4_1/sin0y_1)? = 11l existe ensuite 0y_» € [0, 7] tel que (q_1/sinfy_ =
cosOy_o et ((Cl/sin Og 1)>+--+(Cqo/sinbg 1)?) =sin®y 5 i.e. (g 1 =cosly osinbfy 1
et (24 +(2 , = (sinfy_2siny_1)%. On continue ainsi jusqu’a (?+¢3 = (sinfy - - sinOy—1)
et il existe alors 61 € (—m, ) tel que {1 = sinf sinfsy---sinfy_1 et (o = cos by sinbs - --sinhy 1.
En résumé

2

sl = rsin91 Sin92 '--Sined_l
Ty = rcosfisinfsy---sinfi_q
Tg_1 = rcosfy_ssinfy_q
Ty = rcosfg_1
avec r = 0, 6, € (—m, 7], et 8; € [0, 7] pour j =2,...,d—1. On notera que ceci donne une

bijection IT, C* (r,01,...,04-1) — (71,...,24) de ]0,4+0) x (=7, 7] x [0,7]*> — R4\{0}.
Notez que si on fixe 7 > 0, 'image de {r} x (—m, 7] x [0,7]? est la sphere rS% 1 = {z €
Re : || =7}

Pour d = 2 on retrouve bien siir les coordonnées polaires et pour d = 3

x = rsinfsing
y = rsinfcosyp r=0,0<60<m 0<p<2m.
z = r cos @

Par exemple, pour d = 3

sinfsiny rcosfsing rsinfcosp
sinfcosy rcosfcosy —rsinfsing
cos —rsinf 0
dont le déterminant est (en développant par rapport a la derniere ligne)

rcosfsing  rsinfcosp . sinfsiny rsinfcosp
J = cos . . +rsind| . . .
rcosfcosp —rsinfsingp sinfcosy —rsinfsingp

2

= 7r2cos? fsin 9(— sin? p — cos? ga) + rsin® 9(— sin? ¢ — cos? <p)

= —rsinf(cos?d + sin?f) = —rsin.

En particulier si on écrit f(r,&go) = f(rsin@sinp,rsinfcosp,rcosf) i.e. f en coor-
données sphériques, alors

+¢ P27 e
flx)da = J, J J f(rsin@sin g, rsinf cos @, r cos §)rsin @ dp do dr.
Rd 0 o Jo
Cela conduit naturellement & poser pour ¥ : S? — C,

2T T
J P(¢)doa(C) = J J U(sin 0 sin ¢, sin 0 cos p, cos §)r sin § dp df
s? o Jo
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(avec un abus de notation).
Pour la dimension d, le calcul est similaire et on a

27
J ( dad 1 J J J HSIII] 9 ded 1° d92 d61
§d—1

ou
O = (sinfy sinfy---sinfy_1,cos6y sinby---sinfy_1,...,co804_1)

et alors
+o0
f@ae= [ [ 100 dosi©rttar
R 0o Jga-1
En particulier, si f est radiale, f(z) = fo(|z|) alors
+oc
JRdf(x) dz = o4_1(S¥71) f fo(r)rd=Ldr.
0

Notons que ceci permet de relier le volume |By(p)| le volume de la sphére (de centre 0)
de R? de rayon p & la sphere puisque si f = 1,(p) alors fo =1y, donc

+0
|Balp)l - = JRd 1p,(p) (@) da = Udfl(Sd_l)J g, (r)r*dr
0
P L (Sd-1
= O'd_l(Sd_l)J rd=1qr = Mpd.
0 d
Notons que ceci démontre aussi que |Bq(p)| = |Ba(1)|p?. Par ailleurs, on remarque que si

x € By(p) alors chaque coordonnées de z est < p. Ainsi

Bd(p) = {(‘Tla"'v'rd—lvzd) : ($%++$3_1)+$§:p2}

2
= {(xla"'vxd—hmd) (I‘%-}— +xd 1) p _md }

= {(@24) : 2a€[-p.pl, T€ Bar(y/p? —22)).

En utilisant Fubini (on n’integre que des quantités positives), on trouve alors

Bl = [ tswwar= [ [ 1, @ ands
[ 1Bt/ =alan,

|Ba_1( |J 2)(d=1)/2 4,

On obtient donc la formule de récurrence

|Ba(1)] = [Ba-( IJ Y@=D2 4t = 2|By_4( |J £2)@=1/2 gy

_ d+1 1
|Bd 1 |J (d 1)/2 1/2d _ ( : >|Bd 1( )|
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oll on a fait un changement de variable = ¢2 et ot

1

B(s,1) f 1= ) e, R(s),R() > 0
0

est la fonction 3. Celle-ci est reliée a la fonction I"

I'(s) = J‘JFI tstftg R(s) >0

0 t’
o P(s)I(1)
B(s,t) = TGt

Cette derniere formule se démontre en écrivant I'(s)I'(¢) comme un intégrale double (avec
x

Fubini) puis de faire le changement de variable u =z +y, v =

r+y
Ainsi
L5 (5
|Ba(1)| = B(d/2+1,1/2)|Bg1(1)| = P [Ba—1(1)].
r(¢+1
Commencons par d = 1 ou bien évidemment |By(1)| = |[-1,1]| = 2. Par définition de m,

|B2(1)| = 7 donc
r@re)

re -
Mais I'(z + 1) = zI'(xz) (avec une intégration par parties) donc T'(3/2) = T'(1/2)/2 et
I'(2) =T'(1) = 1 (par un calcul direct). Il en résulte que I'(1/2)? = 7 et comme I'(z) > 0
quand z > 0, T'(1/2) = /7.

T=2

T +1
En particulier, on a |Bg(1)| = ﬁ(23|Bd1(1)| et, en itérant cette formule, pour
- () @)
T (etl a It
2 25 [Bama (1) =-| Ba—2(1)].
F(s+1)T (%) d

Partant de la, on obtient immédiatement, en séparant les cas d pair et d impair

[Ba(1)| =7

)2 7;7‘,“ sid=2p
Bl = Ta 1y = ) 2w
2 Gpayr Sid=2p+1
et 42
dm
(STTY = d|By(1)] = —7——
0a-1(S77) = d[Ba(1)]| T+
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