
ANALYSE: CONVERGENCE ET DUALITÉ

PHILIPPE JAMING

Distributions
Avant propos: ce fichier utilise un code de couleur: des démonstration qui vont (ou

peuvent être) des exercices des parties plus techniques qui peuvent être omises en première
lecture.

1. Définition et exemples

Dans ce chapitre, nous adopterons la notation suivante: si X est un espace vectoriel et
T une forme linéaire sur X, alors on notera xT, xy � T pxq l’image de x par T . La notation
provient du théorème de Riesz qui identifie le dual d’un Hilbert avec lui-même (mais en
prenant ici la convention que le produit scalaire est linéaire dans la seconde variable).

Définition 1.1. Une distribution T P D1pRdq est une forme linéaire C8c pRdq qui vérifie la
propriété de continuité suivante:

pour tout R ¡ 0, il existe N P N et C ¡ 0 tels que, pour tout ϕ P C8c pRdq avec
suppϕ � Bp0, Rq,
(1.1) |xT, ϕy| ¤ C sup

αPNd,|α|¤N
sup
xPRd

|Bαϕpxq|.

Si N peut être choisi indépendament de R, on dira que T est d’ordre fini et le plus petit
N possible est appelé l’ordre de T .

Une distribution tempérée T P S 1pRdq est une forme linéaire SpRdq qui vérifie la pro-
priété de continuité suivante:

il existe M,N P N et D ¡ 0 tels que, pour tout ϕ P SpRdq
(1.2) |xT, ϕy| ¤ D sup

αPNd,|α|¤N
sup
xPRd

p1� |x|qM |Bαϕpxq|.

Rappelons que C8c pRdq � SpRdq. De plus, si on fixe R ¡ 0 et si ϕ P C8c pRdq avec
suppϕ � Bp0, Rq, alors pour tout α P Nd, Bαϕpxq � 0 if |x| ¡ R. Il en résulte que

p1� |x|qM |Bαϕpxq| ¤ p1�RqM |Bαϕpxq|.
Ainsi, (1.2) implique (1.1) avec C � Dp1 � RqM . En particulier, T P D1pRdq et T est
d’ordre au plus N . Nous venons donc de démontrer le lemme suivant:

Lemme 1.2. Toute distribution tempérée est une distribution d’ordre fini.

En premier lieu, montrons le lemme élémentaire suivant:

Lemme 1.3. D1pRdq et S 1pRdq sont des espaces vectoriels.
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Démonstration. Soient T1, T2 P D1pRdq et λ1, λ2 P C. Évidemment λ1T1 � λ2T2 est une
forme linéaire sur C8c pRdq. Soit alors R ¡ 0. Il existe N1, N2, C1, C2 tels que, si ϕ P C8c pRdq
alors

|xT1, ϕy| ¤ C1 sup
αPNd,|α|¤N1

sup
xPRd

|Bαϕpxq|

|xT2, ϕy| ¤ C2 sup
αPNd,|α|¤N2

sup
xPRd

|Bαϕpxq|.

En posant N � maxpN1, N2q on a alors

|xλ1T1 � λ2T2, ϕy| ¤ p|λ1|C1 � |λ2|C2q sup
αPNd,|α|¤N

sup
xPRd

|Bαϕpxq|.

Le cas S 1pRdq est similaire et laissé en exercice. �

Avant de continuer, il est primordial de voir qu’une fonction localement intégrable
s’identifie à une distribution d’ordre 0.

Exemple 1.4. Fonctions localement intégrables
Soit f P L1

locpRdq. Rappelons que cela signifie que pour tout R ¡ 0, f1Bp0,Rq P L1pRdq.
Pour ϕ P C8c pRdq, on définit

xTf , ϕy �
»
Rd
fpxqϕpxq dx.

Comme le support de ϕ est compact, il est inclus dans une bouleBp0, Rq et alors |fpxqϕpxq| ¤
|f |1Bp0,Rq}ϕ}8 P L1pRdq donc Tf est bien définie.

De plus, Tf détermine f . En effet, fixons ϕ P CcpRdq avec suppϕ � Bp0, 1q. Soit
ϕtpxq � t�dϕpx{tq donc ϕtpxq � 0 si |x| ¥ t. Mais alors, pour 0   t   1 et y P Bp0, Rq,
ϕtpy � xq � 0 if |x| ¥ R � 1 puisqu’alors |y � x| ¥ |x| � |y| ¥ R � 1 � R � 1 ¥ R. Mais
alors

1Bp0,Rqpyq
»
Rd
fpxqϕtpy � xq dx � 1Bp0,Rqpyq

»
Rd

1Bp0,R�1qpxqfpxqϕtpy � xq dx

� 1Bp0,Rqpyqp1Bp0,R�1qfq � ϕtpyq.
Mais maintenant 1Bp0,R�1qf P L1pRdq de sorte que p1Bp0,R�1qfq � ϕt Ñ 1Bp0,R�1qf dans

L1 quand t Ñ 0. Il existe donc une suite tj Ñ 0 telle que 1Bp0,Rqpyqp1Bp0,R�1qfq � ϕt Ñ
1Bp0,Rqpyq1Bp0,R�1qf � 1Bp0,Rqpyqf presque partout.

Ainsi f est déterminé presque partout sur Bp0, Rq par Tf . Comme R est arbitraire, on
en déduit que f est déterminé presque partout sur Rd par Tf .

Finalement, si on fixe R ¡ 0 alors pour tout ϕ P C8c avec suppϕ � Bp0, Rq,

|xTf , ϕy| �
����»

Rd
fpxqϕpxqdx

���� �
�����
»
Bp0,Rq

fpxqϕpxq dx

����� ¤
»
Bp0,Rq

|fpxqϕpxq| dx

¤
»
Bp0,Rq

|fpxq|dx sup
xPRd

|ϕpxq|.

Ceci montre que Tf est une distribution d’ordre 0.
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Notons que, pour obtenir une distribution tempérée, il faut supposer une peu plus. Par

exemple f � ex
2

est localement intégrable et e�x
2 P SpRqmais

A
Tf , e

�x2
E
�

»
R
ex

2

e�x
2

dx �
�8, donc Tf n’est pas une distribution tempérée.

Par contre, si on suppose que f est tempérée dans le sens où il existe un entier m tel

que

»
Rd

|fpxq|
p1� |x|qm dx   �8 alors Tf est une distribution tempérée puisque

|xTf , ϕy| �
����»

Rd
fpxqϕpxq dx

���� ¤
»
Rd

|fpxq|
p1� |x|qm p1� |x|qm|ϕpxq|dx

¤
»
Rd

|fpxq|
p1� |x|qm dx sup

xPRd
p1� |x|qm|ϕpxq|.

En résumé

Lemme 1.5. Pour f P L1
locpRdq, définissons Tf : ϕ Ñ xTf , ϕy �

»
Rd
fpxqϕpxq dx. Alors

Tf P D1pRdq, est d’ordre 0 et f Ñ Tf est injective.

De plus, si f est tempérée dans le sens où il existe un entier m tel que

»
Rd

|fpxq|
p1� |x|qm dx  

�8 alors Tf P S 1pRdq.

Nous laissons en exercice de montrer que si on défini xTµ, fy �
»
Rd
ϕpxq dµpxq où µ

est une mesure localement finie, i.e. µ
�
Bp0, Rq�   �8 pour tout R ¡ 0. Dans ce cas,

Tµ P D1pRdq est d’ordre 0. Si de plus la mesure µ est tempérée: il existe un entier m tel

que

»
Rd

dµpxq
p1� |x|qm   �8, alors Tµ P S 1pRdq.

Exemple 1.6. Masse de Dirac
La masse de Dirac ou “fonction” δ de Dirac est définie comme suit: pour x0 P Rd et
ϕ P CcpRdq, on note xδx0

, ϕy � ϕpx0q. Ceci est une mesure finie (donc tempérée) et défini
une distribution tempérée d’ordre 0.

Les mesures (positives) font partie d’une classe particulière de distributions:

Définition 1.7. Une distribution T P D1pRdq est dite positive et notée T ¥ 0 si, pour tout
ϕ P C8c pRdq avec ϕ ¥ 0, on a xT, ϕy ¥ 0.

Lemme 1.8. Une distribution positive est d’ordre 0.

Démonstration. Soit T une distribution positive et ϕ P C8c pRdq. Soit R ¡ 0 tel queϕpxq � 0
quand |x| ¥ R et soit ψ P C8c pRdq tel que ψpxq � 1 si |x| ¤ R. Définissons f� � }ϕ}8ψ�ϕ
et remarquons que f� P C8c pRdq avec f� ¥ 0. Par suite

0 ¤ xT, f�y � xT, }ϕ}8ψ � ϕy � }ϕ}8xT, ψy � xT, ϕy.
Ainsi

|xT, ϕy| ¤ xT, ψy}ϕ}8
et donc T est bien d’ordre 0. Notons que la “constante” xT, ψy dépend de ψ qui dépend
de R. �
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L’exemple suivant est un des exemples fondamentaux de distributions

Exemple 1.9. Valeur principale
Remarquons tout d’abord f : x Ñ 1{x n’es pas dans L1

locpRdq et ne définit donc pas une
distribution Tf comme dans l’exemple 1.4. Nous allons donc proposer un substitut:

Pour ϕ P SpRq, soit

xvp
1

x
, ϕy � lim

εÑ0

»
|x|¥ε

ϕpxq
x

dx.

Il est primordial de comprendre que cette limite n’est pas

»
R

ϕpxq
x

dx puisque cette intégrale

diverge quand ϕp0q �� 0. Pour montrer que la limite existe et donc que vp est bien défini,
nous allons utiliser de façon cruciale qu’on intègre sur l’ensemble symétrique p�8,�εs Y
rε,�8q et que 1{x est impaire. On écrit alors»

|x|¥ε

ϕpxq
x

dx �
»
ε¤|x|¤1

ϕpxq
x

dx�
»
|x|¥1

ϕpxq
x

dx.

Pour la seconde intégrale, écrivons ϕpxq � x�1xϕpxq et utilisons le fait que ϕ P SpRq, donc
que xϕ est bornée. Alors�����

»
|x|¥1

ϕpxq
x

dx

����� ¤
»
|x|¥1

dx

x2
sup
xPR

|xϕpxq| � 2 sup
xPR

|xϕpxq|.

Pour la première intégrale, on utilise le fait que*»
ε¤|x|¤1

dx

x
�

» �ε

�1

dx

x
�
» 1

ε

dx

x
� 0.

Mais alors»
ε¤|x|¤1

ϕpxq
x

dx �
»
ε¤|x|¤1

ϕpxq
x

dx � ϕp0q
»
ε¤|x|¤1

dx

x
�

»
ε¤|x|¤1

ϕpxq � ϕp0q
x

dx.

Mais, comme ϕ P C1, xÑ ϕpxq � ϕp0q
x

est continue. De plus, l’inégalité des accroissements

finis nous dit que

����ϕpxq � ϕp0q
x

���� ¤ sup
tPR

|ϕ1ptq|. Il en résulte que

lim
εÑ0

»
ε¤|x|¤1

ϕpxq
x

dx �
» 1

�1

ϕpxq � ϕp0q
x

dx.

et que ����» 1

�1

ϕpxq � ϕp0q
x

dx

���� ¤ 2 sup
tPR

|ϕ1ptq|.

En regroupant les deux estimations, on a

|xvp
1

x
, ϕy| ¤ 2 sup

tPR
|ϕ1ptq| � 2 sup

tPR
|tϕptq|.

*C’est ici qu’interviennent la parité de 1{x et la symétrie de l’ensmble d’intégration.
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Tout cela montre que vp
1

x
est bien une distribution tempérée d’ordre au plus 1 définie par

xvp
1

x
, ϕy �

» 1

�1

ϕpxq � ϕp0q
x

dx��
»
|x|¥1

ϕpxq
x

dx.

Pour montrer que l’ordre est exactement 1, considérons une suite de fonctions ϕn P
C8c pRq avec 0 ¤ ϕn ¤ 1, suppϕn � p0, 2q (en particulier ϕn � 0 au voisinage de 0) et
ϕn � 1 sur p1{n, 1q. Alors

xvp
1

x
, ϕny �

» �8

0

ϕnpxq
x

dx ¥
» 1

1{n

ϕnpxq
x

dx �
» 1

1{n

1

x
dx � lnnÑ �8

alors que }ϕn}8 � 1. Par suite, une inégalité de la forme xvp 1
x , ϕy ¤ C}ϕ}8 ne peut être

valide pour toute ϕ P C8c pRdq à support dans r�2, 2s et vp 1
x n’est pas d’ordre 0.

En particulier, cette distribution n’est pas de la forme Tf avec f localement intégrable.
Notons enfin qu’on aurait aussi pu utiliser la méthode alternative suivante: si ϕ P C8c pRdq

est à support r�R,Rs,»
ε¤|x|¤R

ϕpxq
x

dx �
»
ε¤|x|¤R

ϕpxq � ϕp0q
x

dx

�
» �ε

�R

ϕpxq � ϕp0q
x

dx�
» R
ε

ϕpxq � ϕp0q
x

dx

� �
» ε
R

ϕp�xq � ϕp0q
�x dx�

» R
ε

ϕpxq � ϕp0q
x

dx

�
» R
ε

ϕpxq � ϕp�xq
x

dx.

Enfin,
ϕpxq � ϕp�xq

x
� 2ϕ1p0q quand xÑ 0 et est donc intégrable sur sur R (c’est encore

une fonction C8c ). Donc on peut faire tendre εÑ 0 et on obtient

(1.3) xvp
1

x
, ϕy �

» �8

0

ϕpxq � ϕp�xq
x

dx.

Cette formule est également valable si ϕ P SpRdq puisque cette intégrale est clairement
convergente.

Maintenant que nous disposons de plusieurs exemples, remarquons qu’une distribution
est continue au sens suivant:

On dira que ϕn P C8c pRdq converge vers ϕ dans C8c pRdq si

(i) ϕ P C8c pRdq;
(ii) il existe R ¡ 0 tel que, pour tout n, ϕn est à support dans Bp0, Rq;

(iii) pour tout α P Nd, Bαϕn Ñ Bαϕ uniformément sur Rd.
Il en résulte que si T P D1pRdq alors xT, ϕny Ñ xT, ϕy. En effet, on prend R ¡ 0 tel que
ϕn, ϕ sont à support dans Bp0, Rq et alors, il existe N ¡ 0 tel que

|xT, ϕny � xT, ϕy| � |xT, ϕn � ϕy| ¤ C sup
|α|¤N

}Bαrϕn � ϕs} Ñ 0.
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On dira que ϕn P SpRdq converge vers ϕ si ϕ P SpRdq et, pour tout entier M et tout
α P Nd, p1 � |x|qMBαϕn Ñ p1 � |x|qMBαϕ uniformément sur Rd. Comme précédemment,
si T P S 1pRdq on a alors xT, ϕny Ñ xT, ϕy.

Donnons enfin deux exemples fondamentaux:

Exemple 1.10. Si ϕ P SpRdq, alors il existe une suite ϕn P C8c pRdq telle que ϕn Ñ ϕ dans
SpRdq.

En effet, on prend χ une fonction “plateau” C8 qui vaut 1 sur Bp0, 1q et 0 en-dehors
de Bp0, 2q et 9 ¤ χ ¤ 1 (on a vu que cela existe au chapitre sur la convolution). On
définit χnpxq � χpx{nq de sorte que χn P C8c pRdq et χnpxq � 1 sur Bp0, nq. On pose alors
ϕn � ϕχn P C8c pRdq. Montrons que ϕn Ñ ϕ dans SpRdq.

On a ϕn � ϕ sur Bp0, nq et ϕn � 0 sur RdzBp0, 2nq donc

|ϕnpxq � ϕpxq| �

$'&'%
0 pour |x| ¤ n

|1� χnpxq||ϕpxq| pour n ¤ |x| ¤ 2n

|ϕpxq| pour |x| ¥ 2n

¤ |ϕpxq|1RdzBp0,nq.

Soit alors N ¡ 0, on a

p1� |x|qN |ϕnpxq � ϕpxq| ¤ p1� |x|qN�1|ϕpxq|1RdzBp0,nq

1� |x| ¤
��p1� |x|qN�1ϕpxq��

8

1� n

et donc

sup
xPRd

p1� |x|qN |ϕnpxq � ϕpxq| Ñ 0

quand nÑ �8. Regardons alors pour les dérivées: Pour simplifier, regardons uniquement
la dimension d � 1. Tout d’abord |χ1npxq| � |χ1px{nq{n| ¤ }χ1}8 et χ1npxq � 0 sur r�n, ns.
Ensuite ϕ1nptq � ϕ1ptqχnptq � ϕptqχ1nptq donc

|ϕ1npxq � ϕ1pxq| �

$'&'%
0 pour |x| ¤ n

|p1� χnpxqqϕ1pxq � ϕptqχ1nptq| pour n ¤ |x| ¤ 2n

|ϕ1pxq| pour |x| ¥ 2n

¤ |ϕ1pxq|1Rdzr�n,nsq � |ϕptq|��χ1��
8

1Rdzr�n,ns.

On obtient de la même façon que, pour tout N ¡ 0, supxPRp1� |x|qN |ϕ1npxq � ϕ1pxq| Ñ 0.
Les dérivées d’ordre supérieures se traitent de la même façon en utilisant la formule de
Leibnitz.

Cela signifie que si T est une distribution tempérée (donc aussi une distribution), T
est entièrement déterminé par txT, ϕy : ϕ P C8c pRdqu i.e. par la distribution. On se
contentera donc souvent de montrer qu’une distribution est d’une part tempérée et d’autre
part qu’elle vérifie une propriété (par exemple le calcul de sa dérivée) pour les fonctions
C8 à support compact et non pour tout SpRdq.
Exemple 1.11. Si ϕ P C8c pRq alors

ψhpxq :� ϕpx� hq � ϕpxq
h

Ñ ϕ1pxq quand hÑ 0
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est évidemment vrai ponctuellement, mais aussi dans C8c pRq. Ceci se voit en écrivant

ϕpx� hq � ϕpxq
h

�
» 1

0

ϕ1px� thq dt.

On a alors facilement que ψ
pkq
h pxq �

» 1

0

ϕkp�1qpx� thq dt donc

|ψpkqh pxq � ϕpk�1qpxq| �
����» 1

0

ϕpk�1qpx� thq � ϕpk�1qpxq dt

����
¤

» 1

0

|ϕpk�1qpx� thq � ϕpk�1qpxq| dt

¤
» 1

0

|h| sup
ηPr0,hs

|ϕpk�2qpx� ηq| dt � |h|
���ϕpk�2q

���
8

avec l’inégalité des accroissements finis. Donc
���ψpkqh � ϕk�1

���
8
¤ |h|��ϕk�2

��
8
Ñ 0 quand

hÑ 0.
Si ϕ P S 1pRdq on a aussi ψh Ñ ϕ1 dans S 1. Pour cela, on reprend le calcul précédent. Si

|h| ¤ 1{2, alors�

p1� |x|qM |ψpkqh pxq � ϕpk�1qpxq| ¤ C

» 1

0

|h| sup
ηPr0,hs

p1� |x|qM |ϕpk�2qpx� ηq|dt

¤ C|h|
» 1

0

sup
ηPr0,hs

p1� |x� η|qM |ϕpk�2qpx� ηq| dt

¤ C|h| sup
yPR

p1� |y|qM |ϕpk�2qpyq| Ñ 0.

2. Convergence de suites de distributions

Définition 2.1. Soient pTnqn¥0 et T des distributions, Tn, T P D1pRdq. on dit que Tn Ñ T
dans D1pRdq si, pour tout ϕ P C8c pRdq, xTn, ϕy Ñ xT, ϕy.

Soient pTnqn¥0 et T des distributions tempérées, Tn, T P S 1pRdq. On dit que Tn Ñ T
dans S 1pRdq si, pour tout ϕ P SpRdq, xTn, ϕy Ñ xT, ϕy.

Il est évident que la convergence dans S 1pRdq implique la convergence dans D1pRdq
puisque C8c pRdq � S 1pRdq.

Nous avons défini la convergence de suites de distributions pour des raisons de sim-
plicité. La convergence d’une famille de distributions indexées par un paramètre continu
est similaire.

Voici deux exemples fondamentaux:

Exemple 2.2. Peigne de Dirac.
Soit Tn �

°n
k��n δk. Définissons T � °

kPZ δk comme suit:

�nous allons ici utiliser le fait qu’il existe une constante C ¡ 0 dépendant de M telle que, si η P
r�1{2, 1{2s alors p1�|x|qM ¤ Cp1�|x�η|qM . En effet, si |x| ¤ 1, p1�|x|qM ¤ 2M ¤ 2M p1�|x�η|qM et

si |x| ¥ 1, 1�|x�η| ¥ |x|�|η| ¥ |x|� 1
2
¥ |x|

2
donc p1�|x|qM ¤ 2M |x|M � 22M

�
|x|
2

	M
¤ 22M p1�|x�η|qM
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– Il est facile de définir T comme forme linéaire sur C8c pRq: si ϕ P C8c pRq, il existe un
entier N tel que ϕpxq � 0 si |x| ¥ N � 1. Par suite, pour |n| ¡ N , xδn, ϕy � ϕpnq � 0 et
on définit

xT, ϕy �
¸
kPZ

xδk, ϕy �
¸
kPZ

ϕpkq �
¸

|k|¤N

ϕpkq

i.e. xT, ϕy � xTN , ϕy. Il en résulte que

|xT, ϕy| � |xTN , ϕy| ¤
¸

|k|¤N

|ϕpkq| ¤ p2N � 1q}ϕ}8.

En particulier, T P D1pRq est une distribution d’ordre 0 et Tn Ñ T dans D1pRq. – Il faut être
un peu plus prudent pour ϕ P SpRdq. Dans ce cas, |ϕpxq| ¤ p1�|x|q�2 supxPRp1�|x|q2|ϕpxq|
donc ¸

kPZ
|ϕpkq| �

¸
kPZ

1

1� k2
p1� k2q|ϕpkq| ¤

¸
kPZ

1

1� k2
sup
xPR

p1� |x|q2|ϕpxq|   �8.

donc la série
¸
ϕpkq est absolument convergente. On peut donc définir xT, ϕy �

¸
kPZ

ϕpkq

et nous venons de voir qu’il existe C ¡ 0 tel que |xT, ϕy| ¤ C supxPRp1 � |x|q2|ϕpxq| pour
tout ϕ P SpRq. Ainsi on a en fait T P S 1pRq (et est toujours d’ordre 0). De plus, pour tout
ϕ P SpRq,

xTn, ϕy �
¸
|k|¤n

ϕpkq Ñ
¸
kPZ

ϕpkq � xT, ϕy

donc Tn Ñ T dans S 1pRq.
Pour les physicien, la fonction δ de Dirac en x0 est une “fonction” qui vaut �8 en x0

et 0 ailleurs. Ainsi, le peigne de Dirac est la “fonction” qui vaut �8 sur les entiers et 0
ailleurs (d’où son nom de peigne). Bien sûr, cette définition est insuffisante et l’argument
ci-dessus permet de donner une définition rigoureuse.

Exemple 2.3. Approximation de l’unité
Soit g P L1pRdq une fonction telle que

³
Rd gpxq dx � 1 et soit gn � ndgpnxq. Nous avons

vu au chapitre sur la convolution que, si ϕ P SpRdq � C0pRdq avec ϕ̌pxq � ϕp�xq alors
gn � ϕ̌Ñ ϕ̌ uniformément. En particulier, gn � ϕ̌p0q Ñ ϕ̌p0q � ϕp0q � xδ0, ϕy. Mais

gn � ϕ̌p0q �
»
Rd
gnpyqϕ̌p0� yqdy �

»
Rd
gnpyqϕpyq dy � xTgn , ϕy.

Donc Tgn Ñ δ0 qu’on note habituellement gn Ñ δ0. Cette convergence est dans S 1pRdq.
Notons que |gnpxq| � nd|gpnxq| ¤ Cndp1�|nx|q�d�1 Ñ 0 pour tout x �� 0. Ainsi gn Ñ 0

presque partout mais on n’a pas gn Ñ 0 dans S 1pRdq.

Exemple 2.4. Convergence faible dans Lp.

Soient 1   p, p1   �8 avec
1

p
� 1

p1
� 1. Soient fn, f P LppRdq et supposons que fn á f i.e.

faiblement dans Lp. En d’autres termes

»
Rd
fnpxqϕpxq dx Ñ

»
Rd
fpxqϕpxq dx pour tout

ϕ P Lp1pRdq.
Comme SpRdq � Lp

1pRdq, il en résulte que xTfn , ϕy Ñ xTf , ϕy pour tout ϕ P SpRdq,
donc Tfn Ñ Tf dans S 1pRdq.
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Notons que si fn P Lploc converge dans Lploc vers un f P Lploc alors fn Ñ f au sens des

distributions i.e. dans D1pRdq. En effet, la convergence dans Lploc signifie que, pour tout
R ¡ 0, fn1Bp0,Rq converge vers f1Bp0,Rq dans Lp (fortement) donc encore faiblement donc

aussi dans D1pRdq. Mais alors, si ϕ P C8c pRdq, il existe R ¡ 0 tel que suppϕ � Bp0, Rq. Il
vient alors

xfn, ϕy �
@
fn1Bp0,Rq, ϕ

DÑ @
f1Bp0,Rq, ϕ

D � xf, ϕy.
Exemple 2.5. Let ω P Rd avec |ω| � 1. Considérons les fonctions fn définies sur Rd par
fnpxq � e�2iπxx,nωy et soit Tn � Tfn . Alors, pour ϕ P SpRnq,

xTn, ϕy �
»
Rd
ϕpxqe�2iπxx,nωy dx � pϕpnωq Ñ 0

d’après le lemme de Riemann-Lebesgue. Dans Tn Ñ 0 au sens des distributions.

Enfin, notons que si, pour tout ϕ P C8c pRdq —resp. tout ϕ P SpRdq– la limite xT, ϕy :�
lim xTn, ϕy existe, alors ceci défini une forme linéaire sur C8c pRdq —resp. sur SpRdq. Il
résulte d’une version finie du théorème de Banach-Steinhaus (adaptée aux semi-normes
plutôt que celle sur les espaces normés que nous verrons au second semestre) que

Théorème 2.6. Soit pTnq une suite D1pRdq. Suppoons que pour ϕ P C8c pRdq, xTn, ϕy a
une limite et définissons xT, ϕy � limnÑ�8 xTn, ϕy. Alors T P D1pRdq.

Soit pTnq une suite S 1pRdq. Suppoons que pour ϕ P SpRdq, xTn, ϕy a une limite et
définissons xT, ϕy � limnÑ�8 xTn, ϕy. Alors T P S 1pRdq.

Nous admettrons ce théorème.

3. Opérations sur les distributions

3.1. Translation, dilatation, multiplication par une fonction régulière. Rappelons
que pour a, ω P Rd, λ ¡ 0, A P GLnpRdq (une matrice d � d inversible) et f une fonction
sur Rd, nous avons défini de nouvelles fonctions sur Rd

τafpxq � fpx� aq, Mωfpxq � e�2iπxω,xyfpxq, δλfpxq � fpλxq, ∆Afpxq � fpA�1xq.
En particulier, si f est localement intégrable, ces nouvelles fonctions sont encore locale-

ment intégrables. De plus, elles sont uniquement déterminées par la distribution associée.
Par exemple τaf est déterminé par Tτaf . Mais

xTτaf , ϕy �
»
Rd
fpx� aqϕpxq dx �

»
Rd
fpyqϕpy � aq dy � xTf , τ�aϕy.

Ceci sert alors de définition à τaT pour n’importe quelle distribution T : xτaT, ϕy �
xT, τ�aϕy. Montrons que si T P D1pRdq alors τaT P D1pRdq:

La définition a clairement un sens puisque τ�aϕ P C8c pRdq si ϕ P C8c pRdq et τaT est
clairement linéaire en ϕ puisque ϕ Ñ τ�aϕ est linéaire et T aussi. Enfin, soit R ¡ 0.
Remarquons que si ϕ est à support dans Bp0, Rq alors τ�aϕ est à support dans Bp0, R�|a|q.
Mais, il existe N,C ¡ 0 tel que si ψ P C8c pRdq est à support dans Bp0, R� |a|q alors

|xT, ψy| ¤ C sup
|α|¤N

}Bαψ}8.

En appliquant cela à ψ � τ�aϕ et en remarquant que }Bαψ}8 � }Bαϕ}8, il vient

|xτaT, ϕy| � |xT, τ�aϕy| ¤ C sup
|α|¤N

}Bαϕ}8.
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Donc τaT P D1pRdq et on voit aussi que l’ordre ne change pas. Le raisonnement pour
S 1pRdq est identique mais nécessite de plus l’inégalité

p1� |x� a|qM ¤ p1� |x| � |a|qM ¤ p1� |a|qM p1� |x|qM
qui est évidente avec le binôme de Newton (puisque p1 � |a|qk ¤ p1 � |a|qN si k ¤ N) et
qui implique

sup
|α|¤N

��p1� |x|qMBαrτ�aϕs
��
8

� sup
|α|¤N

��p1� |x� a|qMBαrϕs��
8

¤ p1� |a|qM sup
|α|¤N

��p1� |x|qMBαrϕs��
8
.

Un raisonnement similaire est valable pour les 3 autres transformées et conduit à la
défnition suivante:

Définition 3.1. Pour a, ω P Rd, λ ¡ 0, A P GLnpRdq et T P D1pRdq –resp. T P S 1pRdq—,
définissons

– τaT : xτaT, ϕy � xT, τ�aϕy pour tout ϕ P C8c pRdq –resp. ϕ P SpRdq;
– MωT : xMωT, ϕy � xT,Mωϕy pour tout ϕ P C8c pRdq –resp. ϕ P SpRdq;
– δλT : xδλT, ϕy � λ�d

@
T, δ1{λϕ

D
pour tout ϕ P C8c pRdq –resp. ϕ P SpRdq;

– ∆AT :xδAT, ϕy � detpAq�1xT, δA�1ϕy pour tout ϕ P C8c pRdq –resp. ϕ P SpRdq.
Alors τaT , MωT , δλT et ∆AT sont encore dans D1pRdq –resp. S 1pRdq– et ont même

odre que T .

Nous laissons en exercice de vérifier que ces notations sont cohérentes lorsque T � Tf et
de montrer que les nouvelles formes linéaires sont bien des distributions (tempérées lorsque
celle de départ est tempérée).

Rappelons qu’une fonction f est dite homogène de degré κ si pour tout x P Rd et tout
λ ¡ 0, δλfpxq � fpλxq � λκfpxq. À nouveau, si on associe à f une distribution, alors

xTf , ϕy �
»
Rd
fpxqϕpxqdx �

»
Rd
λ�κfpλxqϕpxq dx

� λ�κ�d
»
Rd
fpyqϕpy{λq dy � λ�κ�d

@
Tf , δ1{λϕ

D
.

En remplaçant λ par 1{λ
Définition 3.2. Une distribution (resp. une distribution tempérée) est dite homogène
de degré κ si pour tout λ ¡ 0 et tout ϕ P C8c pRdq, (resp. tout ϕ P SpRdq) xT, ϕy �
λκ�dxT, δλϕy.

Ainsi, toute fonction localement intégrable homogène de degré κ (par exemple xÑ xκ� �#
0 si x   0

xκ si x ¥ 0
) est aussi homogène de degré κ en tant que distribution. Il y a d’autres

exemples dont le plus important est le suivant:

Exemple 3.3. La masse de Dirac en 0 δ0 est homogène de degré �d:
En effet� xδ0, ϕy � ϕp0q � ϕp0{λq � xδ0, δλϕy donc

xδ0, ϕy � λ�d�dxδ0, δλϕy.
�la notation est ici quelque peu malheureuse puisque δ0 est la masse de Dirac en 0 et δλ l’opération de

dilatation.
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Parmi les opérations simples, notons qu’on peut multiplier une distribution par une
fonction b. L’idée est toujours la même:

xTbf , ϕy �
»
Rd
bpxqfpxqϕpxq dx �

»
Rd
fpxqbpxqϕpxq dx � xTf , bϕy.

On aimerait donc définir xbT, ϕy � xT, bϕy. L’ennui est que bϕ ne sera C8 à support
compact pour toute ϕC8 à support compact que si b est C8. Pire, bϕ ne sera dans SpRdq
pour toute ϕSpRdq que si b est C8 et si b ainsi que toutes ses dérivées sont à croissance
au plus polynômiale: pour tout α, il existe Cα, Nα tel que |Bαbpxq| ¤ Cαp1� |x|qNα . Sans
cela, xT, bϕy pourrait ne pas avoir de sens.

Remarquons que si b P C8pRdq, R ¡ 0 est fixé et ϕ P C8c pRdq est à support dans Bp0, Rq
alors alors bϕ P C8c pRdq est à support dans Bp0, Rq et

Bαpbϕq �
¸
β¤α

�
α
β



Bα�βbBβϕ

donc

}Bαpbϕq}8 ¤
¸
β¤α

�
α
β



sup
γ¤α

sup
xPBp0,Rq

|Bγbpxq| sup
γ¤α

}Bγϕ}8

donc si T P D1pRdq, on a

|xbT, ϕy| � |xT, bϕy| ¤ C sup
|α|¤N

}Bαpbϕq}8

¤ C

�
sup
|α|¤N

¸
β¤α

�
α
β



sup
γ¤α

sup
xPBp0,Rq

|Bγbpxq|
�

sup
|α|¤N

}Bαϕ}8

et bT P D1pRdq.
Définition 3.4. Soit b P C8 et T P D1pRdq. Soit bT la forme linéaire définie sur C8c pRdq
par xbT, ϕy � xT, bϕy. Alors bT P D1pRdq.

Soit b P C8 telle que pour tout α P Nd, il existe C,N ¡ 0 tels que |Bαbpxq| ¤ Cp1�|x|qN
pour tout x P Rd. Soit T P S 1pRdq et bT la forme linéaire définie sur SpRdq par xbT, ϕy �
xT, bϕy. Alors bT P S 1pRdq.

Le cas S 1 est similaire au cas D1 et laissé en exercice.

Attention, on ne peut pas (en toute généralité) multiplier des distributions.

Exemple 3.5. Vérifions ce que sont ces opérations pour T � δα, α P Rd: alors pour
a P Rd, A P Glpdq et b P C8pRdq

τaδα � δα�a , ∆Aδα � detpAq�1δAα , bδα � bpαqδα.
En effet, soit ϕ P C8c pRdq

xτaδα, ϕy � xδα, τ�aϕy � pτ�aϕqpαq � ϕpα� aq � xδα�a, ϕy.
Ensuite

x∆Aδα, ϕy � detpAq�1xδα,∆Aϕy � detpAq�1p∆Aϕpαq
� detpAq�1ϕpAαq � @

detpAq�1δAα, ϕ
D

et
xbδα, ϕy � xδα, bϕy � pbϕqpαq � bpαqϕpαq � xbpαqδα, ϕy.
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Exemple 3.6. Nous pouvons maintenant résoudre l’équation xT � 0 avec T P D1pRq.
Tout d’abord, cette équation a bien un sens puisque nous avons défini xT par xxT, ϕy �

xT, xϕy. On remarque ensuite que si ϕ P C8c pRq est tel que ϕp0q � 0 alors on peut écrire

ϕpxq � xψpxq avec ψ P C8c pRq. En effet, ψpxq � ϕpxq{x � ³1
0
ϕ1ptxq dt est clairement C8

sur R, à support compact. Donc

xT, ϕy � xT, xψy � xxT, ψy � 0.

Soit alors χ P C8c pRq avec χ � 1 sur r�1, 1s et χ � 0 sur Rzr�2, 2s Soit ϕ P SpRq qu’on
peut écrire sous la forme

ϕptq � ϕp0qχptq � �
ϕptq � ϕp0qqχptq � ϕptq�1� χptq�.

On remarque que
�
ϕptq � ϕp0qqχptq et ϕptq�1� χptq� s’annulent en 0 donc@
T,

�
ϕptq � ϕp0qqχptqD � @

T, ϕptq�1� χptq�D � 0

et par suite

xT, ϕy � xT, ϕp0qχptqy � @
T,

�
ϕptq � ϕp0qqχptqD� @

T, ϕptq�1� χptq�D � ϕp0qxT, χy.
En posant c � xT, χy, on en déduit que pour tout ϕ, xT, ϕy � cxδ0, ϕy donc T � cδ0.
Inversement, si T � cδ0 alors

xxT, ϕy � xcδ0, xϕy � 0

puisque xffipxq � 0 si x � 0.
En conclusion:
Une distribution T vérifie xT � 0 si et seulement s’il existe c P C tel que T � cδ0.

3.2. Différentiation. Cette opération est la raison d’être des distributions. Commençons
donc avec f P C1pRq donc f, f 1 P L2

locpRq. On peut donc associer une distribution Tf 1 à f 1.
Celle-ci est définie pour ϕ P C8c pRq par

xTf 1 , ϕy �
»
R
f 1pxqϕpxq dx � rfpxqϕpxqs�8�8 �

»
R
fpxqϕ1pxq dx

� lim
xÑ�8

fpxqϕpxq � lim
xÑ�8

fpxqϕpxq �
»
R
fpxqϕ1pxq dx.

Mais ϕ est à support compact, il existe donc R ¡ 0 tel que si |x| ¡ R, ϕpxq � 0 donc
ϕpxqfpxq � 0. En particulier, lim

xÑ�8
fpxqϕpxq � lim

xÑ�8
fpxqϕpxq � 0. Notons que ceci

justifie l’intégration par parties et que

xTf 1 , ϕy � �
»
R
fpxqϕ1pxq dx � �@Tf , ϕ1D.

Nous pouvons utiliser ceci comme définition.

Définition 3.7. Soit T P D1pRdq – resp. T P S 1pRdq– et α P Nd. On définit alors BαT par
xBαT, ϕy � p�1q|α|xT, Bαϕy pour tout ϕ P C8c pRdq – resp. pour tout ϕ P SpRdq.
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Avant de poursuivre, levons l’ambiguité éventuelle liée à la notation Bα. En effet, si f
est une fonction sur R2, on peut avoir BxByf �� ByBxf . Toutefois, si f est de classe C2, le
lemme de Schwartz nous dit que BxByf � ByBxf . Par conséquent si T P D1 et ϕ P C8

xBxByT, ϕy � �xByT, Bxϕy � xT, ByBxϕy
� xT, BxByϕy � �xBxT, Byϕy � scalByBxT, ϕ

où on a utilisé 2 fois la définition de la dérivation puis le lemme de Schwartz pour ϕ et à
nouveau 2 fois la définition de la dérivation. Ainsi

Lemme 3.8 (Lemme de Schwarz pour les distributions). Soit T P D1pRdq alors BxiBxjT �
BxjBxiT .

Lemme 3.9. Avec les notations précédentes, si T P D1pRdq – resp. T P S 1pRdq— alors
BαT P D1pRdq – resp. BαT P S 1pRdq.

De plus, si T est d’ordre N alors BαT est d’ordre N � |α|.
Enfin, T Ñ BαT est linéaire.

Démonstration. La linéarité est évidente et laissée en exercice.
Le fait que BαT soit bien défini et une forme linéaire sur C8c pRdq ou SpRdq est évident.
Soit R ¡ 0, alors il existe C,N tel que, pour tout ϕ P C8c pRdq dont le support est inclus

dans Bp0, Rq,
|xT, ϕy| ¤ C sup

|β|¤N

��Bβϕ��
8
.

En appliquant cela à Bαϕ qui est encore C8 à support dans Bp0, Rq, on obtient

|xBαT, ϕy| � |xT, Bαϕy| ¤ C sup
|β|¤N

��Bα�βϕ��
8
¤ C sup

|γ|¤N�|α|

}Bγϕ}8.

La propriété de l’ordre en découle également.
Le raisonnement est similaire pour S 1. �

Exemple 3.10. Masse de Dirac
Soit T � δx0 la masse de Dirac en x0: xδx0 , ϕy � ϕpx0q pour tout ϕ P SpRdq. Alors, pour
tout α P Nd,

xBαδx0
, ϕy � p�1q|α|xδx0

, Bαϕy � p�1q|α|Bαϕϕpx0q.

Exemple 3.11. Fonction de Heaviside

La fonction de Heaviside H est définie par Hptq �
#

0 si x   0

1 si x ¥ 0
. (Il s’aĝıt donc d’un

interrupteur, parfois aussi appelé fonction porte: fermé si x   0 ouvert à partir de x � 0).
Comme H est bornée, elle est localement intégrable et définit donc une distribution TH
dont nous pouvons calculer la dérivée: si ϕ P C8c pRq alors@

T 1H , ϕ
D � �@TH , ϕ1D � �

»
R
Hptqϕ1ptq dt � �

» �8

0

ϕ1ptq dt

� r�ϕptqs�80 � ϕp0q � xδ0, ϕy
puisque ϕptq Ñ 0 quand tÑ �8. Ainsi T 1H � δ0 ce qu’on écrit plus simplement H 1 � δ0.
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Exemple 3.12. Formule des sauts en dimension 1.
Supposons que f soit une fonction C1 par morceaux avec un nombre fini de sauts (de
façon générale, une fonction C1 par morceaux a au plus un ensemble dénombrable de
discontinuités sans point d’accumulation). Notons a1   . . .   aN les points de discontinuité
de f . Nous allons noter a0 � �8 et aN�1 � �8. Ainsi f est de classe C1 sur les intervalles
sai, ai�1r, (i � 0, . . . , N) et f ainsi que f 1 (dérivée usuelle en-dehors des sauts) ont une
limite à droite et à gauche en chaque ai qu’on note fpa�i q et f 1pa�i q. En particulier, f P L1

loc

et définit donc une distribution qu’on notera maintenant Tf . Notons f 1 la dérivée usuelle
de f qui n’est définie que sur Rzta1, . . . , aNu, qui est aussi dans L1

loc et définit donc aussi
une distribution Tf 1 . Calculons la dérivée au sens des distributions de Tf . Soit ϕ P C8c pRq
et soit R ¡ 0 tel que le support de ϕ soit inclus dans r�R,Rs. Quitte à remplacer R
par une valeur plus grande, on peut supposer que tous les sauts sont dans cet intervalle:
�R   a1   aN   R. Mais alors

@
f 1, ϕ

D � �@f, ϕ1D � �
»
R
fpxqϕ1pxq dx � �

Ņ

i�0

» ai�1

ai

� �
» a1
�R�1

fpxqϕ1pxq dx�
N�1̧

i�1

» ai�1

ai

fpxqϕ1pxq dx�
» R�1

aN

fpxqϕ1pxq dx

� �rfpxqϕpxqsa1�R�1 �
» a1
�R�1

f 1pxqϕpxq dx

�
N�1̧

i�1

�
rfpxqϕpxqsai�1

ai
�
» ai�1

ai

f 1pxqϕpxqdx



�rfpxqϕpxqsR�1

aN
�
» R�1

aN

f 1pxqϕpxq dx

avec une intégration par parties sur chaque intervalle. Notons que f restreint à rai, ai�1s
est une fonction C1 qui a donc une dérivée usuelle et c’est cette dernière qui apparâıt ici
(avec un abus de langage aux points ai). Nous allons maintenant calculer les termes ’tout
intégré’ et regrouper ce qui se passe en chaque saut (en remarquant que ϕp�pR� 1qq � 0)
et regrouper les intégrales

@
f 1, ϕ

D �
Ņ

i�1

�
fpa�i q � fpa�i q

�
ϕpaiq �

» R�1

�R�1

N�1̧

j�0

pf 1pxqϕpxq dx

�
Ņ

i�1

�
fpa�i q � fpa�i q

�xδaiϕy � »
R
f 1pxqϕpxq dx

�
C

Ņ

i�1

�
fpa�i q � fpa�i q

�
δai � Tf 1 , ϕ

G
.

Dans la dernière intégrale, f 1 est encore la dérivée usuelle et elle n’est pas définie sur
l’ensemble de mesure nulle ta1, . . . , aNu (ce qui ne pose aucun problème définir cette
intégrale).

Nous venons donc de montrer
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Théorème 3.13 (Formule des sauts en dimension 1). Soit f une fonction C1 par morceaux
avec des sauts en a1, . . . , aN continue et dérivable à droite et à gauche en chacun de ces
points. Alors

T 1f �
Ņ

i�1

�
fpa�i q � fpa�i q

�
δai � Tf 1

Donnons enfin deux propriétés élémentaires de la dérivation:

Lemme 3.14. Soit T P D1pRq et Th � T�τhT
h . Alors Th Ñ T 1 dans D1pRq quand hÑ 0.

Si T P S 1pRq alors Th Ñ T 1 dans S 1pRq quand hÑ 0.

Démonstration. En effet, on a

xTh, ϕy � xT, ϕy � xτhT, ϕy
h

� xT, ϕy � xT, τ�hϕy
h

�
B
T,
ϕ� τ�hϕ

h

F
.

Mais
ϕ� τ�hϕ

h
� �ϕ� τ�hϕ

�h Ñ �ϕ1

dans C8c pRq (ou dans SpRq) on a donc bien xTh, ϕy Ñ xT,�ϕ1y � xT 1, ϕy. �

Lemme 3.15. Si T est homogène de degré κ alors BαT est homogène de degré κ� |α|
Démonstration. En effet, si T est homogène de degré κ, xT, ϕy � λκ�dxT, δλϕy. Mais alors
pour une dérivée d’ordre 1,

xBT, ϕy � �xT, Bϕyq � λκ�dxT, δλBϕy.
Par ailleurs,

δλBϕpxq � Bϕpλxq � 1

λ
λBϕpλxq � 1

λ
Brδλϕspxq

donc

xBT, ϕy � �λκ�d�1xT, Brδλϕsy � λκ�d�1xBT, δλϕy
ce qui montre que BT est homogène de degré κ � 1. Une récurrence immédiate donne le
résultat. �

Notons enfin que la formule de Leibnitz reste vraie pour les distributions:

Lemme 3.16. Soit T P D1pRdq, b P C8pRdq et α P Nd alors

BαpbT q �
¸
β¤α

�
α
β



BβbBα�βT.

Démonstration. On a pour les dérivées d’ordre 1

xBjpbT q, ϕy � �xbT, Bjϕy � �xT, bBjϕy
� �xT, Bjrbϕs � pBjbqϕy � �xT, Bjrbϕsy � xT, pBjbqϕy
� xBjT, bϕy � xT, pBjbqϕy � xbBjT, ϕy � xpBjbqT, ϕy
� xbBjT � pBjbqT, ϕy.

Ainsi, la formule est vraie lorsque |α| � 1. La formule générale s’obtient alors par une
récurrence sur |α| exactement comme pour la formule sur les fonctions. �
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Exemple 3.17. Une distribution d’ordre infini

Soit T �
�8̧

k�0

Bkδk. Alors T P D1pRq est une distribution d’ordre infini. En particulier

T R S 1pRq.
En effet, si ϕ est C8 avec son support� r�R,Rs, R ¡ 0 alors xT, ϕy �

¸
0¤k¤R

p�1qkϕpkqpkq.

Cette somme étant finie, xT, ϕy est bien défini. De plus

|xT, ϕy| ¤
¸

0¤k¤R

|ϕpkqpkq| ¤ sup
j¤R

���ϕpjq���
8
.

Donc T P D1. Ensuite, on prend χ P C8 avec suppχ � r�1{4, 1{4s et χpxq � 1 sur
r�1{8, 1{8s. En particulier χp0q � 1 et χpjqp0q � 0 si j ¥ 1. On pose alors ϕnpxq �
px� nqnχpx� nq. On a Fnipkqpkq � 0 si k �� n (k n’est alors pas dans le support de ϕn).
Par ailleurs, en posant ψpxq � px � nqn, on a ψn�jpxq � n!

j! px � nqj donc, en utilisant la

formule de Leibnitz, on a

ϕpnqn pxq �
ņ

j�0

�
n
j



χpjqpx� nqψpn�jqpxq

donc ϕ
pnq
n pnq � n! puisque le seul terme non nul est le terme j � n. Ainsi xT, ϕny �

p�1qnn!. Par ailleurs, si on fixe N et qu’on prend k ¤ N et qu’on écrit χ � χ1r�1{4,1{4s

ϕpkqn pxq ¤
ķ

j�0

�
k
j



|χpjqpx� kq||ψpk�jqpxq|1r�1{4,1{4spx� nq

¤
ķ

j�0

�
k
j



sup
j¤k

���χpjq���
8

sup
|x�n|¤1{4

n!

pn� j � kq! |x� n|j

¤ max
k¤N

ķ

j�0

�
k
j


�
k
j



1

4j
n!

pn� j � kq! sup
j¤k

���χpjq���
8

¤ n!

pn�Nq! max
k¤N

ķ

j�0

�
k
j


�
k
j



1

4j
sup
j¤k

���χpjq���
8
.

Ainsi, supk¤N

���ϕpkqn ���
8
¤ CN

n!

pn�Nq! où CN est une constante indépendante de N . Mais

alors, si T était d’ordre fini N , il existerait C ¡ 0 tel que pour tout n

n! � |xT, ϕny| ¤ C sup
k¤N

���ϕpkqn ���
8
¤ CCN

n!

pn�Nq!
et on aboutit à une contradiction en faisant nÑ �8.

Remarque 3.18. Considérons la distribution T associée à la fonction f donnée par fpxq �
eie

x

i.e.

xT, ϕy �
»
R
ϕpxqeiex dx.

Remarquons que cette fonction est bornée donc T P S 1pRq. De plus, f est dérivable,
donc sa dérivée au sens des distributions cöıncide avec sa dérivée usuelle, f 1pxq � iexeie

x

.
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Remarquons que f ne décroit pas à l’infini, pourtant f 1 P S 1pRq puisque c’est la dérivée
d’une distribution de S 1pRq.

Il se trouve qu’on a le résultat suivant: toute distribution tempérée est combinaison
linéaire (fini) de distributions de la forme Bα�p1�|x|2qnf� où f est une fonction continue,

n P N, α P Nd.
Dans la pratique, il est facile de voir que Bα�p1�|x|2qnf� est une distribution tempérée,

mais la réciproque est délicate (et en général impossible à vérifier dans la pratique).

3.3. Application aux équations de transport. L’équation de transport est le proto-
type des équations aux dérivées partielles linéaires d’ordre 1:

(3.4) Btupt, xq � xv,∇xupx, tqy � 0 , pt, xq P R� Rd

dont l’inconnue est une fonction u et v � pv1, . . . , vdq P Rd est un vecteur fixé. Le gradiant
∇xupx, tq est pris par rapport aux variables d’espace ∇xu � pBx1u, . . . , Bxduq donc

xv,∇xupx, tqy �
ḑ

j�1

vj
B
Bxj upx, tq.

On s’intéresse ici plus articulièrement au problème de Cauchy en ajoutant une condition
initiale

(3.5) upx, 0q � u0pxq.
Ces équations apparaissent dans de nombreux domaines de la physique (optique, physique

des plasma, cinétique des gaz,...) où l’inconnue est une densité (de particules, d’énergie,...)
et le vecteur v un vecteur de vitesse.

Introduisons maintenant une famille de courbes définie pour x0 P Rd par

γp0q � x0 ,
dγ

dt
ptq � v

i.e. γptq � x0 � tv. Notons γjptq, j � 1, . . . , d les coordonnées de γptq. Soit alors u une
solution de (3.4)-(3.5) et posons fptq � u

�
t, γptq�. Alors fp0q � u

�p0, γp0q� � u0px0q et

df

dt
ptq � Bu

Bt
�
t, γptq�� ḑ

j�1

Bu
Bxj

�
t, γptq�γ1jptq

� Bu
Bt

�
t, γptq�� ḑ

j�1

vj
Bu
Bxj

�
t, γptq�

� Bu
Bt

�
t, γptq�� @

v, u
�
t, γptq�D � 0.

Mais alors fptq � fp0q � u0px0q. En d’autres termes upt, x0 � tvq � u0px0q ou encore, en
changeant de variable x � x0 � tv, x0 � x� tv on obtient que upt, xq � u0px� tvq.
Définition 3.19. La courbe t�t, γptq�, t P Ru est appelée coure caractéristique de l’équation
(3.4).

Les solutions de (3.4) sont constantes le long de ces courbes.

Nous venons donc d’obtenir certaines solutions de l’équation (3.4)-(3.5). Ces solutions
sont des “transports” de la données initiale dans le sens où le graphe de la solution à
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l’instant t est le translaté par le vecteur tv (transport) du graphe de la solution à l’instant
initial t � 0. Il se trouve que toutes les solutions sont de cette forme lorsque u0 P C1:

Théorème 3.20. Soit u0 P C1. Le problème 
(3.4) Btupt, xq � xv,∇xupx, tqy � 0 pt, xq P R� Rd(3.5) up0, xq � u0pxq x P Rd

a pour unique solution u P C1pR� Rdq la fonction upx, tq � u0px� vtq.
Démonstration. Nous avons déjà vu que si u est de classe C1 et solution de (3.4)-(3.5),
y P Rd et fptq � upt, y � vtq alors f 1ptq � 0 donc fptq � fp0q � up0, yq � u0pyq donc, en
posant x � y � vt on a nécessairement upt, xq � u0px� ctq. Par ailleurs, ceci est bien une
fonction de classe C1.

Il reste à voir que upt, xq � u0px � tvq est bien solution de (3.4)-(3.5). Très clairement
up0, xq � u0pxq donc (3.5) est vérifié. Par ailleurs ∇xupt, xq � ∇u0px� ctq alors que

Btupt, xq � �
ḑ

j�1

Bu0
Bxj px� tvq � �x∇u0px� tvq, vy

donc
Btupt, xq � xv,∇xupt, xqy � x∇u0px� ctq, vy � x∇u0px� tvq, vy � 0

et (3.4) est également vérifié. �

Remarquons que si u0 n’est pas C1, u0px � tvq est toujours bien défini et représente
toujours une “onde transportée dans la direction v”. Par exemple, si d � 1 et u0 � H
la fonction de Heaviside, cela représente une onde de choc qui se déplace vers la droite à
vitesse v.

Nous allons donc définir des “solutions faibles” de l’équation de transport en nous in-
spirant de ce qu’on a fait pour les distributions. Soit donc ϕ P C8c pR � Rdq. Si u P C1

alors
Btu� xv,∇uy � 0

si et seulement si, pour tout ϕ P C8c pR� Rdq.»
R�Rd

�
Bu
Bt pt, xq �

ḑ

j�1

vi
Bu
Bxj pt, xq

�
ϕpt, xq dxdt � 0.

Mais, en utilisant Fubini (on intègre une fonction continue sur un compact) et une intégration
par parties, on obtient»

R�Rd

Bu
Bt pt, xqϕpt, xq dx dt �

» d
R

�»
R

Bu
Bt pt, xqϕpt, xq dt



dx

�
» d
R

�
rupt, xqϕpt, xqst��8t��8 �

»
R
upt, xqBϕBt pt, xq dt



dx

� �
»
R�Rd

upt, xqBϕBt pt, xq dxdt

avec un second appel à Fubini. On fait de même pour chaque variable xj , j � 1, . . . , d et
on voit que »

R�Rd
upt, xq

�
Bϕ
Bt pt, xq �

ḑ

j�1

vi
Bϕ
Bxj pt, xq

�
dxdt � 0.
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Remarquons que cette dernière expression ne requière plus que u soit C1 pour être bien
définie. Cela nous conduit à la définition suivante:

Définition 3.21. Soit u P D1pR� Rdq et v P Rd. On dit que u est une solution faible ou
solution dans D1 de l’équation de transport Btu�xv,∇uy � 0 si pour tout ϕ P C8c pR�Rdq,

xu, Btϕ� xv,∇ϕyy � 0

pour tout ϕ P C8c pR� Rdq.
Nous avons déjà vu qu’un solution u P C1 (appelée solution forte) était une solution

faible.
Plus généralement, si u0 P L1

locpRdq et upt, xq � u0px�tvq alors u P L1
locpR�Rdq puisque

si |t|   R et x P Bp0, Rq alors y � x� tv P B�0, Rp1� |v|q� donc»
r�R,Rs�Bp0,Rq

|u0px�tvq| dx dt ¤
»
r�R,Rs

»
B
�
0,Rp1�|v|q

� |u0pyq| dy dt ¤ 2R

»
B
�
0,Rp1�|v|q

� |u0pyq|dy   �8.

De plus si ϕ P C8c pR� Rdq alors»
R�Rd

upt, xqϕpt, xq dtdx �
»
R

»
Rd
u0px� tvqϕpt, xq dxdt �

»
R

»
Rd
u0pyqϕpt, y � tvq dy dt

�
»
Rd
u0pyq

»
R
ϕpt, y � tvqdtdy.

Notons ensuite que si ϕ est à support dans r�R,Rs �Bp0, Rq alors T rϕspyq :�
»
R
ϕpt, y �

tvq dt �
» R
�R

ϕpt, y � tvq dt est à support dans B
�
0, Rp1� |v|q�. De plus, on voit aisément

que si ϕ est C8, T rϕs aussi
BT rϕs
Bxj � T

� Bϕ
Bxj

�
.

En particulier

sup
αPNd|α|¤N

}BαT rϕs} ¤ 2R sup
αPNd|α|¤N

}Bαxϕ}.

Ainsi, à u0 P D1pRdq on peut associer une distribution u P D1pR � Rdq par xu, ϕy �
xu0, T rϕsy. On vérifie sans peine que u est bien une distribution.

On note aussi que@Bxju, ϕD � �@u, BxjϕD � �@u0, T rBxjϕsD � �@u0, BxjT rϕsD
Enfin, si on fixe y P Rd et on pose fptq � ϕpt, y � tvq alors f P C8c pRq avec f 1ptq �
Btϕpt, y � tvq � xv,∇xϕpy � tvqy donc

T rBtϕs �
»
R
Btϕpt, y � tvq dt �

»
R
f 1ptq dt�

»
R
xv,∇xϕpt, y � tvqydt

� rfptqs�8�8 �
ḑ

j�1

vj

»
R
Bxjϕpt, y � tvq dt

� �
ḑ

j�1

vjBxjT rϕspyq.
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Mais alors

xBtu, ϕy � �xu, Btϕy � �xu0, T rBtϕsy

�
ḑ

j�1

vj
@
u0, BxjIrϕs

D � �
ḑ

j�1

vj
@Bxju, ϕD

� �xxv,∇uy, ϕy
et on a bien xBtu� xv,∇uy, ϕy � 0.

Nous avons ainsi démontré:

Théorème 3.22. Soit u0 P D1pRdq et v P Rd. Soit T : C8c pR � Rdq Ñ C8c pRq défini

par T rϕs �
»
R
ϕpt, y � tvq dt. Alors T est continue et on peut définir u P D1pR � Rdq par

xu, ϕy � xu0, T rϕsy. Alors u est une solution dans D1pR � Rdq de l’équation de transport
Btu� xv,∇uy � 0 i.e.

xBtu� xv,∇uy, ϕy � 0 pour tout ϕ P C8c pRdq.
3.4. Primitive d’une distribution. Nous allons maintenant voir que toute distribution
admet une primitive et que celle-ci est unique à une constante additive près:

Théorème 3.23. Soit T P D1pRq. Alors il existe U P D1pRdq tel que U 1 � T . De plus, si
V P D1pRq est tel que V 1 � T alors V � U � C où C est une constante.

Enfin, si T P S 1pRq alors U P S 1pRq.
On dira que U est une primitive de T .

En toute rigueur, on devrait écrire V � U � TC où TC est la distribution associée à la

fonction constante C, c’est-à-dire xTC , ϕy � C

»
Rd
ϕpxqdx.

Démonstration. Soit χ P C8pRq, χ ¥ 0, χ à support dans r�1, 1s et

»
R
χptq dt � 1. Nous

allons utiliser le fait que

(3.6)

» x
�8

χptq dt �
#

0 si x   1

1 si x ¡ 1
.

Pour ϕ P SpRq définissons alors

Ipϕqpxq �
» x
�8

ϕptq dt�
�»

R
ϕptq dt


» x
�8

χptqdt.

Comme SpRq � L1pRq, Ipϕq est bien défini. De plus Ipϕq est une combinaison linéaire de
primitives de fonctions C8, donc Ipϕq est de classe C8.

Étape 1. La première partie de la démonstration consiste à montrer que ϕÑ Ipϕq est une
opération continue C8c pRq Ñ C8c pRq et SpRq Ñ SpRq.

Tout d’abord, (3.6) implique

Ipϕqpxq �
#³x

�8
ϕptq dt si x   1

� ³�8
x

ϕptqdt si x ¡ 1
.
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Notons que si ϕ est à support compact, alors Ipϕq aussi. En effet, il existe a ¡ 1 tel

que, si |x| ¡ a alors ϕpxq � 0. Mais alors, si x   �a   �1,

» x
�8

ϕptq dt � 0 et Ipϕq � 0.

D’autre part, si x ¡ a ¡ 1 alors

» x
�8

ϕptq dt �
»
R
ϕptq dt donc

Ipϕqpxq �
»
R

ϕptq dt�
�»

R
ϕptq dt


» x
8

χptq dtloooomoooon
�1

� 0.

En particulier, si ϕ est à support dans r�a, as, Ipϕq aussi. Remarquons que

|Ipϕqpxq| ¤
» x
�8

|ϕptq| dt�
�»

R
|ϕptq|dt


» x
�8

χptq dt ¤ 2

» a
�a

|ϕptq| dt ¤ 4a}ϕ}8
et que

|BkIpϕq| ¤ |Bk�1ϕpxq| �
�»

R
|ϕptq|dt



|Bk�1χpxq| ¤ ��Bk�1ϕ

��
8
�Kpaq}ϕ}8

où Kpaq � 2a
��Bk�1χ

��
8

ne dépend que de a (χ est fixé) c’est-à-dire du support de ϕ mais
pas de ϕ elle-même.

Cela signifie que ϕÑ Ipϕq est continue C8c pRq Ñ C8c pRq:
pour tout a ¡ 0 et tout k P N, il existe Cpa, kq telle que, si ϕ P C8c pRq alors

(3.7)
��BkIpϕq�� ¤ Cpa, kq sup

j¤k

��Bjϕ��.
Montrons maintenant que cette opération est aussi continue SpRdq Ñ SpRdq. Si ϕ P

SpRdq et N ¡ 0 alors, en notant CN � ��p1� |x|qN�1ϕ
��
8

, pour tout x P R, |ϕpxq| ¤
CN p1� |x|q�N�1. Mais alors, pour |x| ¡ 1

|Ipϕqpxq| ¤
#³x

�8
CN p1� |t|q�N�1 dt si x   1³�8

x
CN p1� |x|q�N�1 dt si x ¡ 1

¤ CN
N

p1� |x|q�N .

Donc Ipϕq a la propriété de décroissance rapide. Notons aussi que si |x| ¤ 1, alors

|Ipϕqpxq| ¤ 2

»
R

|ϕptq|dt ¤ 2

»
R

CN p1� |t|q�N�1 dt � 4CN
N

.

Ainsi, en posant KN � 2N�2

N (la valeur exacte n’a aucune importance)��p1� |x|qNIpϕq��
8

¤ maxp sup
|x|¡1

p1� |x|qN |Ipϕqpxq|, sup
|x| 1

p1� |x|qN |Ipϕqpxq|q

¤ KN

��p1� |x|qN�1ϕ
��
8
.

Par ailleurs, BkIpϕq � Bk�1ϕ� �³
R ϕptq dt

� Bk�1χ donc��p1� |x|qNBkIpϕq��
8

¤ ��p1� |x|qNBk�1ϕ
��
8
�
»
R
|ϕptq| dt��p1� |x|qNBk�1χ

��
8

¤ ��p1� |x|qNBk�1ϕ
��
8
� K̃N

��p1� |x|q2ϕ��
8

avec K̃N une constante (qui dépend de χ mais pas de ϕ). Ainsi:
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pour tout M,N , il existe une constante C � CpN,Mq telle que, si ϕ P SpRq alors

(3.8)
��p1� |x|qNBMIpϕq�� ¤ C sup

k¤M

��p1� |x|qN�2Bkϕ��
8
.

Étape 2. Nous allons maintenant définir U et vérifier que U 1 � T .

La définition est assez simple:
— Si T P D1pRq, on définit U par, pour tout ϕ P C8c pRq, on pose xU,ϕy � �xT, Ipϕqy.
Notons d’abord que, comme Ipϕq P C8c pRq, cette définition a bien un sens. De plus,

ϕÑ Ipϕq est clairement linéaire donc U aussi. Enfin si on fixe a, alors il existe C et N tel
que, pour toute ψ P C8c pRq à support dans r�a, as, on a |xT, ψy| ¤ C max k ¤ N

��Bkψ��
8

.

En prenant ϕ P C8c pRq à support dans r�a, as et en appliquant cela à Ipϕq on en déduit
que

|xU,ϕy| � |xT, Ipϕqy| ¤ C max k ¤ N
��BkIpϕq��

8
¤ max

k¤N
Cpa, kqmax k ¤ N

��Bkϕ��
8
.

avec (3.7). Donc U P D1pRq. Il nous reste à voir que U 1 � T , mais@
U 1, ϕ

D � �@U,ϕ1D � @
T, Ipϕ1qD.

Il reste à remarquer que

Ipϕ1q �
» x
�8

ϕ1ptqdt�
�» �8

�8

ϕ1ptqdt


» x
�8

χptq dt

� ϕpxq �
�

lim
tÑ�8

ϕptq � lim
tÑ�8

ϕptq

» x

�8

χptq dt � ϕpxq

pour en déduire que xU 1, ϕy � xT, ϕy pour tout ϕ P C8c pRq i.e. U 1 � T .
— Si T P S 1pRq, on définit U de la même façons, mais pour tout ϕ P SpRq (et pas

uniquement C8c ): xU,ϕy � �xT, Ipϕqy.
La linéarité est claire et le fait que U P S 1pRq se déduit de la même façon que précémment

en remplaçant (3.7) par (3.8). Enfin, on a déjà xU 1, ϕy � xT, ϕy pour tout ϕ P C8c pRq.
Comme U 1, T P SpRq, on en déduit que la même chose est vraie pour tout ϕ P SpRq.
Étape 3. Unicité.

Si U 1 � V 1 � T alors pU � V q1 � U 1 � V 1 � 0. Il s’aĝıt donc de montrer que si W 1 � 0
alors W � C. Mais dans ce cas, pour tout ϕ P C8c pRq,

0 � @
W 1, IpϕqD � �@W, Ipϕq1D � �xW,ϕy �

»
R
ϕptq dtxW,χy.

Ainsi, en posant C � xW,χy, on trouve

xW,ϕy � C

»
R
ϕptq dt � xTC , ϕy.

�

Exemple 3.24. Comme nous avons vu que la dérivée de la fonction de Heaviside est
H 1 � δ0 les primitives de δ0 sont les fonctions H � C avec C une constante.
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Exemple 3.25. ln |x| P L1
loc donc défini une distribution: ln est continue, il n’y a donc

de problème pour l’intégration qu’en 0 et comme |x|1{2 ln |x| Ñ 0,
³R
�R

ln |x|dx converge

absolument. Calculons sa dérivée, si ϕ P C8c pRq, en@pln |x|q1, ϕD � �@ln |x|, ϕ1D � »
R
ϕ1pxq ln |x|dx

� �
» �8

0

�
ϕ1pxq � ϕ1p�xq� ln |x|dx

� r��ϕpxq � ϕp�xq� ln |x|s�80 �
» �8

0

ϕpxq � ϕp�xq
x

dx

�
» �8

0

ϕpxq � ϕp�xq
x

dx.

Cette intégration par parties est parfaitement justifiée puisque le terme tout intégré est
convergeant (en 0, ce ne sont pas des intégrales généralisées en �8 puisqu’il existe R tel
que φpxq � 0 si |x| ¡ R, on n’intègre donc que jusqu’à R). En utilisant (1.3) on en déduit:

Une primitive au sens des distributions de ln |x| est vp
1

x
.

3.5. Transformée de Fourier. Rappelons que nous avons vu (au début du chapitre sur
l’inversion de Fourier) que si f, g P L1pRdq alors»

Rd
fpxqpgpxq dx �

»
Rd

pfpxqgpxqdx.

En particulier, cette formule est valable pour g P SpRdq, ce qui permet de définir la trans-
formée de Fourier de la distribution associée à f :

Définition 3.26. Soit T P S 1pRdq alors on définit sa transformée de Fourier par
ApT , ϕE �

xT, pϕy.
Observons que
– On n’a jamais pϕ P C8c lorsque ϕ P C8c (sauf si ϕ � 0, en fait pϕ est holomorphe si ϕ est

à support compact, donc pϕ n’est pas à support compact). Cette définition ne peut donc
pas avoir de sens pour toutes les distributions.

– cette définition a bien un sens quand T P S 1pRdq puisque la transformée de Fourier
envoie SpRdq dans lui-même.

– la trnasformée de Fourier ainsi définie prolonge bien la définition de la transformée de
Fourier de L1.

– pT est bien dans S 1pRdq. Ceci provient des propriétés de la transformée de Fourier:

soit α P Nd et ϕ P SpRdq alors |xαBβ pϕ| � p2πq�|α|�|β|| {Bαrxβsϕ donc��xαBβ pϕ��
8
¤ p2πq�|α|�|β|��Bαrxβsϕ��

1

¤ p2πq�|α|�|β|
»
Rd

dx

p1� |x|qd�1

��p1� |x|qd�1Bαrxβsϕ��
8

¤ Cα,β sup
γ¤α

p1� |x|qd�|β|Bγϕ8
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où Cα,β est une constante (on utilise la formule de Leibnitz). Ainsi, si T P S 1

|
ApT , ϕE| � |xT, pϕy| ¤ C sup

|α|,|β|¤N

��xαBβ pϕ��
8

¤ C 1 sup
|α|,|β|¤N�d�1

��xαBβ pϕ��
8
.

donc pT P S 1pRdq. Ceci montre de plus que T Ñ pT est (linéaire) continue S 1pRdq Ñ S 1pRdq.
– En particulier, si T P L2pRdq alors sa transformée de Fourier au sens des distribution

coincide avec celle déjà définie au chapitre précédent: notons provisoirement f Ñ Frf s
la transformée de Fourier au sens des distributions et f Ñ pf la transformée de Fourier
usuelle.

Soit f P L2pRdq et fn P L1 X L2 telle que fn Ñ f dans L2. Pour fn, on a déjà vu que

Frfns � xfn. Par ailleurs fn Ñ f dans L2 donc xfn Ñ pf dans L2. Enfin, la convergence
dans L2 implique la convergence faible xfn, ϕy Ñ xf, ϕy pour tout ϕ dans L2 donc aussi
la convergence au sens des distributions xfn, ϕy Ñ xf, ϕy pour tout ϕ dans SpRdq et idem

pour pfn Ñ pf dans S 1pRdq. Enfin, par continuité de F , on a Frfns Ñ Frf s dans S 1. Ainsi,

en passant à la limite dans Frfns � xfn on obtient Frf s � pf dans S 1.
– L’application T Ñ pT est une bijection de S 1pRdq.
En effet, si T0 P S 1pRdq, on définit T P S 1pRdq par xT, ϕy � @

T0,F�1rϕsD où F�1 est la

transformée de Fourier inverse. Cette transformée étant F�1rϕspξq � Frϕsp�ξq, elle a les
mêmes propri’etés sur SpRdq que F donc T est bien une distribution tempérée d’après le
raisonnement précédent. De plusApT , ϕE � xT,Frϕsy � @

T0,F�1rFrϕssD � xT0, ϕy

donc pT � T0. Cela montre la surjectivité. Supposons maintenant que T est tel queApT , ϕE � 0 pour tout ϕ P SpRdq, i.e. que xT, pϕy � 0 pour tout ϕ P SpRdq. Soit alors

ψ P SpRdq. Comme la transformée de Fourier est une bijection SpRdq Ñ SpRdq, il existe
ϕ tel que ψ � Frϕs. Mais alors xT, ψy � scalT, pϕ � 0. Ainsi, pour tout ψ P SpRdq,
xT, ψy � 0 donc T � 0. Cela montre l’injectivité.

En résumé:

Théorème 3.27. L’application T Ñ pT est une bijection contiune S 1pRdq Ñ S 1pRdq.
Elle vérifie les relations suivantes:

iq FrτaT s � e�2iπxa,xyFrT s, iiq Fre2iπxa,xyT s � τaFrT s, iiiq FrδλT s � δ1{λT,

ivq Bj pT � �2iπξjT, vq 2iπξj pT � FrBjT s.
Démonstration. Il ne nous reste plus qu’à montrer que les relations sont vérifiées. les 3
premières sont laissées en exemple. Pour celles concernant la dérivation:A

Bj pT , ϕE � �
ApT , BjϕE � �

A
T,yBjϕE � �xT, 2iπξj pϕy

� x�2iπξjT, pϕy � xFr�2iπξjT s, ϕy
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c’est-à-dire Bj pT � �2iπξjT alors queA
2iπξj pT , ϕE �

ApT , 2iπξjϕE �
A
T, {2iπξjϕE � xT,�Bj pϕy

� xBjT, pϕy � xFrBjT s, ϕy
c’est-à-dire 2iπξj pT � FrBjT s. �

Exemple 3.28. On voit facilement que Frδ0s � 1 puisque

xFrδ0s, ϕy � xδ0,Frϕsy � Frϕsp0q �
»
Rd
ϕpxq dx � xT1, ϕy

où T1 est la distribution associée à la fonction constante 1.

Exemple 3.29. Soit α P Nd, déterminons FrBαδx0
s.

D’après ce qui précède, FrBαδx0
s � p�2iπξqαFrδx0

s. Mais

xFrδx0
s, ϕy � xδx0

, pϕy � pϕpx0q � »
Rd
ϕpxqe�2iπxx0,xy dx �

A
e�2iπxx0,xy, ϕ

E
.

Attention, cette dernière expression n’est pas le produit scalaire de L2pRdq (mais y
ressemeble fort), c’est la distribution tempérée associée à la fonction x Ñ e�2iπxx0,xy (est
bornée) qu’on applique à la fonction ϕ.

On en déduit que FrBαδx0
s � p�2iπξqαe�2iπxx0,xy.

En particulier, si x0 � 0, on voit que tout polynôme P est la transformée de Fourier
d’une combinaison linéaire de dérivées de masse de Dirac en 0:

P pxq � a0 � a1x� � � � � akx
k � a0 � a1

2iπ
p�2iπxq � � � � � p�1qkak

2iπqk p�2iπxqk

� F
�
a0δ0 � a1

2iπ
Bδ0 � p�1qkak

2iπqk Bkδ0
�
.

Exemple 3.30. On a vu que vp
1

x
P S 1pRq, calculons sa transformée de Fourier: pour

ϕ P C8c pRdq (cela suffit par continuité de la transformée de Fourier et densité de C8c dans
S 1)

xFrvp
1

x
s, ϕy � xvp

1

x
,Frϕsy �

» �8

0

pϕpξq � pϕp�ξq
ξ

dξ

�
» �8

0

1

ξ

»
R
ϕptq�e�2iπtξ � e2iπtξ

�
dtdξ

� �2i

» �8

0

1

ξ

»
R
ϕptq sinp2πtξq dtdξ

� �2i lim
R,SÑ�8

» R
1{R

1

ξ

»
|t|¡1{S

ϕptq sinp2πtξqdtdξ.

Notons que la convergence de cette intégrale a été montrée lorsque nous avons défini la
valeur principale. On utilise alors Fubini (on intègre une fonction continue sur un compact
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de R2)» R
1{R

1

ξ

»
|t|¡1{S

ϕptq sinp2πtξq dtdξ �
»
|t|¡1{R

ϕptq
» R
1{R

sinp2iπtξq
ξ

dξ dt

�
» �1{S

�8

ϕptq
» R
1{R

sinp2πtξqdξ

ξ
dt�

» �8

1{R

ϕptq
» R
1{R

sinp2πtξqdξ

ξ
dt

� �
» �1{S

�8

ϕptq
» |t|R

|t|{R

sinp2πηqdη

η
dt�

» �8

1{S

ϕptq
» tR
t{R

sinp2πηqdη

η
dt

avec le changement de variable η � ξ|t| (i.e. η � �ξt dans la première intégrale et η � ξt
dans la seconde). Ainsi» R

1{R

1

ξ

»
|t|¡1{S

ϕptq sinp2iπtξqdtdξ �
»
|t|¡1{S

ϕptq sgnptq
» |t|R

|t|{R

sinp2πηq
η

dη dt.

On peut maintenant faire tendre RÑ �8 et se rappeler que» �8

0

sinp2πηq
η

dη �
» �8

0

sinx

x
dx � π

2
.

En particulier, cette intégrale étant convergente,» |t|R

|t|{R

sinp2πηq
η

dη dt

est bornée indépendamment de t et R. On peut donc appliquer le théorème de convergence
dominée et en déduire que

lim
RÑ�8

»
|t|¡1{S

ϕptq sgnptq
» |t|R

|t|{R

sinp2πηq
η

dη dt �
»
|t|¡1{S

ϕptq sgnptq
» �8

0

sinp2πηq
η

dη dt

� π

2

»
|t|¡1{S

ϕptq sgnptq dt.

Enfin, en faisant tendre S Ñ �8, on en déduit que

xFrvp
1

x
s, ϕy � �iπ

»
R
ϕptq sgnptq dt.

En d’autres termes

Lemme 3.31. La transformée de Fourier de la valeur principale est Frvp
1

x
s � �iπ sgnpxq.

Lemme 3.32. Soient f, g P L2pRdq alors Frf � gs � Frf sFrgs.
Il s’agit de comprendre correctement cet ennoncé: si f, g P L2 alors f � g P C0pRdq �

SpRdq. Ainsi Frf � gs est une transformée de Fourier au sens des distributions. Par
ailleurs, Frf s,Frgs P L2pRdq donc Frf sFrgs P L1pRdq � SpRdq. C’est donc une égalité
entre distributions tempérées. Le membre de droite étant dans L1, celui de gauche aussi.

Démonstration. On a bien évidemment Frf � gs � Frf sFrgs si f, g P SpRdq. Ainsi, si
f, g P L2pRdq, on prend fn, gn P SpRdq telles que fn Ñ f, gn Ñ g dans L2. On aura
fn � gn Ñ f � g dans C0 puisque la convolution est continue L2 �L2 Ñ C0. La convergence
dans C0 est plus forte que celle dans S 1pRdq donc fn � gn Ñ f � g dans S 1 et par continuité
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de la transformée de Fourier sur S 1, Frfn � gns Ñ Frf � gs dans S 1pRdq. Par ailleurs,
on aura Frfns Ñ Frf s,Frgns Ñ Frgs dans L2pRdq donc FrfnsFrgns Ñ Frf sFrgs dans
L1pRdq donc aussi dans S 1pRdq.

En passant à la limite dans Frfn � gns � FrfnsFrgns, on trouve bien Frf � gs �
Frf sFrgs. �

Exemple 3.33. Pour a P C avec <paq ¡ 0, posons c�a ptq �
1

a� 2iπt
et c�a ptq �

1

a� 2iπt
.

Alors, si a, b P C, avec <paq, Repbq ¡ 0. Alors c�a � c�b � c�a�b, c
�
a � c�b � c�a�b et c�a � c�b �

c�a � c�b � 0.
En effet, on a»

R
1r0,�8qpxqe�axe2iπtx dx �

�
ep�a�2ππtqx

2iπt� a

��8
0

� 1

a� 2iπt

et »
R

1p�8,0spxqeaxe2iπtx dx �
�
epa�2ππtqx

2iπt� a

�0
�8

� 1

a� 2iπt
.

donc avec la formule d’inversion de Fourier (dans L2) Frc�a spxq � 1p�8,0spxqeax et Frc�a spxq �
1r0,�8qpxqe�ax.

Mais alors

Frc�a � c�b spxq � Frc�a spxqFrc�b spxq � 1p�8,0spxqeax1p�8,0spxqebx
� 1p�8,0spxqepa�bqx � Frc�a�bs.

Ainsi, par unicité de Fourier, c�a � c�b � c�a�b.
D’autre part

Frc�a � c�b spxq � Frc�a spxqFrc�b spxq � 1p�8,0spxqeax1r0,�8pxqe�bx
� 0p.p.

Par injectivité de Fourier, c�a � c�b � 0. Les autres cas sont similaires.

4. Support

4.1. Définition du support. La notion de support est plus subtile qu’il n’y parâıt.
Lorsque f est régulière, disons simplement continue, on définit

supp f � tx P Rd : fpxq �� 0u.
On prend l’adhérence parce qu’on veut que le support soit fermé, ainsi, si le support est
de plus borné, il est compact.

On voit immédiatement que cette définition pose problème lorsque f n’est plus régulière.
En particulier, elle n’a pas de sens si f P Lp car alors 0 � 0 � 1Q presque partout et

tx P R : 1Qpxq �� 0u � Q̄ � R. Le support dépendrait alors du représentant, ce qui n’est
pas souhaitable.

Il est toutefois aisé de définir f à support compact s’il existe R ¡ 0 tel que fpxq � 0
pour presque tout x avec |x| ¥ R. Cette notion ne dépend pas du représentant et évite
soigneusement de définir le support. Notons que, dans ce cas, pour toute fonction ϕ de
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classe C8 dont le support (qui est bien défini) est inclus dans tx P Rd : |x| ¡ Ru on a»
Rd
fpxqϕpxq dx � 0.

Réciproquement, supposons que pour toute fonction ϕ de classe C8 dont le support est

inclus dans tx P Rd : |x| ¡ Ru on a

»
Rd
fpxqϕpxq dx � 0. Soit alors x0 avec |x0| ¡ R

et 0   2r   R � |x0|. Soit ϕn P C8pRdq telle que suppϕn � Bpx0, 2rq, |ϕn| ¤ 1 et
ϕn Ñ 1Bpx0,rq sgn f .§ On a alors |fpxqϕnpxq| ¤ |fpxq|1Bpx0,2rq P L2 et fpxqϕnpxq Ñ
|fpxq|1Bpx0,rq donc

0 �
»
Rd
fpxqϕnpxq dxÑ

»
Rd
|fpxq|1Bpx0,rq dx.

Ainsi f � 0 presque partout sur Bpx0, rq. Le choix de x0 et de r nous dit alors que f � 0
presque partout sur RdzBp0, Rq.

Cela nous conduit donc à définir le support de f P Lp par son complémentaire

Rdz supp f �
¤"

Bpx, rq : @ϕ P C8c avec suppϕ � Bpx, rq,
»
Rd
fpxqϕpxqdx � 0

*
.

On remarque plusieurs choses:
– Rdz supp f est une réunion d’ouvert et est donc ouvert donc supp f est fermé;
– cette définition ne fait intervenir f que dans une intégrale et ne dépend donc pas du

représentant de f (on peut modifier f sur un ensemble négligeable) et a donc bien un sens
pour f P Lp et même f P L1

loc

– cette définition fait intervenir la distribution associée Tf puisque

»
Rd
fpxqϕpxqdx �

xTf , ϕy.
Il est donc logique de définir:

Définition 4.1. Soit T P D1pRdq, alors

Rdz suppT �
¤

tBpx, rq : @ϕ P C8c avec suppϕ � Bpx, rq, xT, ϕy � 0u .

Ainsi, un point x P Rd n’est pas dans le support si (et seulement si) il existe r ¡ 0 tel
que pour tout ϕ P C8c , avec suppϕ � Bpx, rq, xT, ϕy � 0.

Exemple 4.2. Pour tout α P Nd, supp Bαδx0
� tx0u.

En effet si x �� x0, et r � |x�x0| alors, si ϕ P C8c avec suppϕ � Bpx, r{2q, pour tout y P
Bpx0, r{2q on a ϕpyq � 0 donc Bαϕpyq � 0. En particulier xBαδx0

, ϕy � p�1q|α|Bαϕpx0q � 0.
On vient donc de voir que supp Bαδx0

� tx0u.
Enfin, soit χ P C8c une fonction telle que χpxq � 1 au voisinnage de x0 et ϕ � px �

x0qαχpxq. On a, pour tout β P Nd avec β ¤ α, Bα�βpx� x0qα � α!

β!
px� x0qβ qui s’annule

donc en x0 sauf si β � 0 lorsque cette quantité vaut α!. Par ailleurs Bβχpx0q � 0 sauf si

§Une telle suite s’obtient à partir de la régularisation de 1Bpx0,rq sgn f par une approximation de l’unité

à support compact: p1Bpx0,rq sgn fq �χn où χn � ndχ
�
npx�x0q

�
et χ une fonction C8c à support Bp0, rq,

positive, d’intégrale 1.
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β � 0. En utilisant la formule de Leibnitz, on a

Bαϕ �
¸
β¤α

�
α
β



Bα�βpx� x0qαBβχ.

Ainsi, en x0, Bαϕpx0q � α! �� 0. Mais alors xBαδx0
, ϕy � Bαϕpx0q � α! donc x0 P

supp Bαδx0
.

4.2. Distributions à support compact. Observons tout d’abord que toute distribution
est limite (au sens des distributions) d’une suite de distributions à support compact. Il
suffit en effet de fixer χ P C8pRdq avec χpxq � 1 si |x| ¤ 1, de poser χnpxq � χpx{nq puis
Tn � Tχn. Alors si ϕ P C8c pRdq, ϕχn � ϕ pour n assez grand (plus précisément pour n tel
que suppϕ � Bp0, nq) et donc

xTn, ϕy � xχnT, ϕy � xT, χnϕy � xT, ϕy Ñ xT, ϕy.
Lemme 4.3. Si T P D1 est à support compact, alors T est d’ordre fini et se prolonge en
T P S 1.

Proof. Supposons que T soit à support compact, et soit R ¡ 0 tel que suppT � Bp0, Rq.
Soit χ P C8c pRdq une fonction telle que χpxq � 1 si |x| ¤ R et suppχ � Bp0, 2Rq. Soit
alors ϕ P C8c pRdq. On a ϕ � χϕ � p1 � χqϕ et χϕ, p1 � χqϕ P C8c pRdq avec suppp1 �
χqϕ � RdzBp0, Rq. Par définition du support, on a donc xT, p1� χqϕy � 0 donc xT, ϕy �
xT, χϕy � xT, p1� χqϕy � xT, χϕy.

Il est alors facile de voir que T est d’ordre fini puisqu’il existe C,N ¡ 0 tels que, pour
toute ψ P C8c pRdq avec suppψ � Bp0, 2Rq,

|xT, ψy| ¤ C sup
|α|¤N

}Bαψ}8.

Mais, avec la formule de Leignitz, si ψ � χϕ dont le support est dans Bp0, 2Rq

}Bαψ}8 ¤
¸
β¤α

�
α
β


��Bα�βχ��
8

��Bβϕ�� ¤ Cα sup
|β|¤N

��Bβϕ��
8

où Cα ne dépend que de α (et de χ) mais pas de ϕ. On a donc

(4.9) |xT, ϕy| ¤ C sup
|α|¤N

Cα sup
|β|¤N

��Bβϕ��
8
.

Ainsi T est bien d’ordre au plus N .
On prolonge ensuite T en une forme linéaire sur SpRdq en posant xT, ϕy � xT, ϕχy. On

a déjà vu que T est bien défini ainsi si ϕ P C8c , ceci est donc bien un prolongement de T à
SpRdq. Le calcul précédent est toujours valable et (4.9) montre que T P S 1pRdq. �

Notation 4.4. On note E 1pRdq l’ensemble des distributions à support compact. On a donc
E 1pRdq � S 1pRdq � D1pRdq.
Remarque 4.5. On a vu que si χ � 1 au voisinnage du support de T alors on prolonge T
en une distribution tempérée en posant xT, ϕy � xT, χϕy pour tout ϕ P SpRdq.

Il se trouve que cette définition ne dépend pas du choix de χ.
En effet, soit T une distribution à support compact et soient χ, χ̃ deux fonctions C8

à support compact telles que χpxq � χ̃pxq � 1 pour tout x P V où V est un ouvert
contenant suppT . Alors si ϕ P S, pχ� χ̃qϕ est une fonction de C8c dont le support est dans
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RdzV � Rdz suppT . Par définition du support, on a donc xT, pχ� χ̃qϕy � 0 ou encore
xT, χϕy � xT, χ̃ϕy.

On remarque de plus que cela permet de d’étendre la définition de T aux fonctions qui
ne sont C8 qu’au voisinage de suppT . Par exemple, si suppT � Bp0, Rq et si ϕ est une
fonction C8 sur Bp0, Rq, on peut prolonger ϕ par 0 en-dehors de Bp0, Rq (on n’aura pas
une fonction C8 sur Rd). On prend alors χ P C8c pRdq telle que χ � 1 sur suppT et χ � 0
sur RdzBp0, Rq. On peut alors poser xT, ϕy � xT, χϕy. On remarque que χϕ P C8c donc
ceci a parfaitement un sens.

Remarque 4.6. On a supp τaT � suppT � a. Cette propriété provient directement du
même fait pour les fonctions C8. Nous laissons cela en exercice.

Théorème 4.7. Soit T P D1pRdq telle que suppT � tx0u. Alors il existe N et tcα : α P
Nd, |α| ¤ Nu tel que

T �
¸

|α|¤N

cαBαδx0
.

Démonstration. Avec la remarque précédente, il suffit de considérer x0 � 0.
Pour simplifier, nous allons nous placer en dimension d � 1. Nous avons déjà vu que T

était d’ordre fini puisque t0u est compact et nous allons noter N l’ordre de T .
Fixons χ P C8 avec χpxq � 1 sur r�1, 1s et χpxq � 0 si |x| ¥ 2 et posons χεpxq � χpx{εq.
Soit alors ϕ P C8c et écrivons ϕ � χεϕ � p1 � χεqϕ . Comme p1 � χεqϕ est à support

dans Rzr�ε, εs et que le support de T est t0u, on a xT, p1� χεqϕy � 0 et donc

xT, ϕy � xT, ϕχεy.
Étape 1. Si Bkϕp0q � 0 pour tout k ¤ N alors xT, ϕy � 0.

En effet, Bkϕp0q � 0 pour tout k ¤ N alors |Bkϕptq| � OptN�k�1q en 0 (il suffit d’écrire
la formule de Taylor de Bkϕptq) i.e. il existe εk tel que |Bkϕptq| ¤ Ckt

N�k�1 si |t| ¤ εk.

On prend maintenant ε   1

2
min

k�0,...,N
εk. Mais alors T étant d’ordre N ,

(4.10) |xT, ϕy| � |@T, χεtNφD| ¤ C sup
j¤N

��BjrχεtNφsε��8.
On écrit alors la formule de Leibnitz

Bjrχεϕsε �
¸
k¤j

�
j
k



BkχεBj�krϕs.

Mais maintenant, Bkχεpxq � ε�kχpkqpx{εq est supporté dans t|x| ¤ 2εu et donc

|BkχεBj�krϕs| ¤ ε�k
���χpkq���

8
Cj�kp2εqN�pj�kq�1 ¤ 2N�1 max

k¤N

���χpkq���
8

max
j¤N

Cjε
N�j�1 Ñ 0

quand ε Ñ 0 puisque j ¤ N . Mais alors, en faisant tendre ε Ñ 0 dans (4.10), on obtient
xT, ϕy � 0 comme annoncé.

Étape 2. Conclusion.

Soit maintenant ψ P C8c quelconque. On définit

ϕpxq � ψpxq �
¸
j¤N

ψpjqp0q
j!

xjχpxq.
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On remarque que ϕ P C8c et que, comme χ � 1 au voisinage de 0, son développement de
Taylor en 0 s’annule jusqu’au rang N (au moins) donc ϕ vérifie les propriétés de l’étape 1.
On en déduit donc que

(4.11) 0 � xT, ϕy � xT, ψy �
¸
j¤N

ψpjqp0q
j!

@
T, xjχpxqD.

On pose alors aj �
p�1qj@T, xjχpxqD

j!
(qui ne dépend pas de ψ et on remarque que ψpjqp0q �

p�1qj@Bjδ0, ψD. Mais alors (4.11) se lit

xT, ψy �
¸
j¤N

aj
@Bjδ0, ψD

pour tout ψ, soit encore T �
¸
j¤N

ajBjδ0 comme annoncé.

�

Exemple 4.8. Nous pouvons maintenant déterminer les distributions T telles que xmT � 0
où m est un entier, m ¥ 1.

En effet, commençons par montrer qu’une telle distribution est à support t0u. Soit donc
x0 �� 0 et r   |x0|{2 de sorte que 0 R rx0� r, x0� rs. soit ϕ P C8pRq avec son support dans
rx0 � r, x0 � rs. On peut alors définir ψ par ψpxq � x�mϕpxq et remarquer que ψ P C8c
puisque ϕ � 0 au voisinage de 0. Mais alors

xT, ϕy � xT, xmψy � xxmT, ψy � 0

(ceci a bien un sens puisque xmT P D1 et ψ P C8c ). Ainsi x0 R suppT donc suppT � t0u.
D’après le résultat précédent, T est donc une combinaison linéaire de dérivées de masses

de Dirac,

T �
Ņ

j�0

cjBjδ0.

Déterminons alors xmBjδ0: soit ϕ P C8c , on a@
xmBjδ0, ϕ

D � @Bjδ0, xmϕD � p�1qj@δ0, BjrxmϕsD
� p�1qj

C
δ0,

j̧

k�0

�
j
k



BkrxmsBj�kϕ

G

� p�1qj
j̧

k�0

�
j
k


@
δ0, BkrxmsBj�kϕ

D
.

Mais alors,
– si k ¡ m, Bkrxms � 0 donc

@
δ0, BkrxmsBj�kϕ

D � 0;

– si k   m, Bkrxms � 0 en 0 donc
@
δ0, BkrxmsBj�kϕ

D � Bkrxmsp0qBj�kϕp0q � 0;

– si k � m, Bkrxms � m! est constant donc
@
δ0, BmrxmsBj�mϕ

D � m!Bj�mϕp0q.
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Il en résulte donc que

@
xmBjδ0, ϕ

D �
$'&'%

0 si j¡m

p�1qj
�
j

m

�
m!Bj�mϕp0q si j ¥ m

�

$'&'%
0 si j¡m

p�1qm
�
j

m

�
m!

@Bj�mδ0, ϕD si j ¥ m
.

Ainsi XmT � 0 si N   m alors que si N ¥ m,

xmT �
Ņ

j�m

cjp�1qm
�
j
m



m!Bj�mδ0

qui n’est nulle que si tous les cj sont nuls.
En résumé:

Les distributions qui vérifient xmT sont les distributions de la forme
m�1̧

j�0

cjBjδ0.

5. Dérivation et intégration dans le crochet de dualité

5.1. Dérivation.

Théorème 5.1. Soit T P D1pRdq et soit ϕ P C8pRd � RDq à support compact sur Rd
i.e. il existe R ¡ 0 tel que, pour tout px, yq P Rd � RD avec |x| ¡ R, ϕpx, yq � 0. Alors
F : y Ñ xT, ϕp�, yqy est de classe C8 et BαF � @

T, Bαy ϕp�, yq
D

Dans cet énoncé, xT, ϕp�, yqy signifie que la distribution T agit sur la fonction xÑ ϕpx, yq
et y est un paramètre. Une écriture commune alternative est xTx, ϕpx, yqy.
Démonstration. Nous allons en fait montrer que si ϕ est de classe C2 en y alors y Ñ
xT, ϕp�, yqy est de classe C1 et BF � xT, Byϕp�, yqy. Une récurrence immédiate permettra de
conclure.

Pour simplifier, nous allons nous concentrer sur la dimension D � 1. Le cas de la
dimension supérieur est identique.

Soit alors ϕ P C8pRd � Rq et R ¡ 0 telle que ϕpx, yq � 0 si |x| ¡ R. On commence par
écrire la formule de Taylor avec reste intégral dans la variable y

ϕpx, y0 � hq � ϕpx, y0q � Byϕpx, y0qh� rpx, y0, hq
avec

rpx, y0, hq � h2

2

» 1

0

p1� tqB2yϕpx, y0 � thq dt.

On remarque rpx, y0, hq � 0 si |x| ¡ R et que xÑ rpx, y0, hq P C8pRdq. Bien évidemment
xÑ Byϕpx, y0q P C8c pRdq. On peut donc écrire

xT, ϕpx, y0 � hqy � xT, ϕp�, y0qy � hxT, Byϕp�, y0qy � xT, rp�, y0, hqy.
Si on montre que xT, rp�, y0, hqy � ophq on aura le résultat: F : y Ñ xT, ϕpx, yqy sera
dérivable en y0 de dérivée xT, Byϕp�, y0qy.

Mais la formule du reste intégral et la dérivation sous l’intégrale (justifiée par le théorème
de dérivation des intégrales: fonction C8, intégration sur un compact) nous donne, pour
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tout α, pour |h| ¤ 1

|Bαx rpx, y0, hq| � h2

2

����» 1

0

p1� tqBαx B2yϕpx, y0 � thq dt

����
¤ h2

2

» 1

0

p1� tq|Bαx B2yϕpx, y0 � thq|dt

¤ h2

2
sup

|x|¤R,|y�y0|¤1

|Bαx B2yϕpx, yq|.

Mais T P D1, il existe donc C,N tel que, pour tout ψ P C8pRdq avec suppψ � Bp0, Rq,
|xT, ψy| ¤ C sup

|α|¤N

}Bαψ}.

En appliquant cela à xÑ rpx, y0, hq on a

|xT, rpx, y0, hqy| ¤ h2
C

2
sup
|α|¤N

sup
|x|¤R,|y�y0|¤1

|Bαx B2yϕpx, yq| � Oph2q

comme souhaité.
Le cas de la dimension D ¥ 2 requière d’utiliser la formule de Taylor à plusieurs variables

ϕpx, y0 � hq � ϕpx, y0q � x∇ϕpx, y0q, hy � 2
¸
|α|�2

hα

2

» 1

0

p1� tqBαy ϕpx, y0 � thqdt.

�

Exemple 5.2. Soit T P D1pRdq, alors pour toute ϕ P C8c pRdq, y Ñ xTx, ϕpx� yqy P C8.
Un exemple un peu plus évolué: si b P C8pRdq alors pour tout ϕ P C8c pRdq, y Ñ

xpτybqT, ϕy P C8 puisque xpτybqT, ϕy � xTx, bpx� yqϕpxqy.
5.2. Intégration.

Théorème 5.3. Soit T P D1pRdq et ϕ P C8c pRd � RDq. Alors»
RD

xT, ϕp�, yqydy � x
»
RD

T, ϕp�, yq dyy.

Démonstration. Notons qu’on suppose ici que ϕ est à support compact dans les deux
variables: il existe R ¡ 0 tel que ϕpx, yq � 0 si |x| ¡ R ou |y| ¡ R i.e. ϕ est à support
r�R,Rsd � r�R,Rs. Pour simplifier, nous allons à nouveau nous contenter du cas D � 1.

On veut donc démontrer que» �8

�8

xTx, ϕpx, tqy dt � xT,
» �8

�8

ϕpx, tq dty

L’idée de la démonstration est d’introduire un paramètre dans l’intégrale et de montrer» �y

�8

xTx, ϕpx, tqydt � xT,
» y
�8

ϕpx, tq dty

à l’aide du théorème de dérivation.
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On prend χ P C8p Rq, χ ¥ 0, χpyq � 0 si |y| ¡ R et

»
R
χpyq dy � 1 et on pose

ψpx, yq � ϕpx, yq � χpyq
»
R
ϕpx, tq dt.

Très clairement, ψ est à support r�R,Rsd � r�R,Rs, ψ est C8 (l’intégrale en t est en fait

sur r�R,Rs, donc aucune difficulté à dériver sous le signe intégral) et

»
R
ψpx, yqdy � 0.

On définit ensuite ζpx, yq �
» y
�8

ψpx, tq dt. Très clairement, ζ est C8, ζpx, yq � 0 si

|x| ¡ R, ζpx, yq � 0 si y   �R. Enfin, si t ¡ R, ψpx, tq � 0 donc si y ¡ R, ζpx, yq �³�8
�8

ψpx, tq dt � 0. Ainsi ζ P C8c . On peut donc définir y Ñ xT, ζp�, yqy. En dérivant cette
fonction à l’aide du théorème précédent, on obtient

BxT, ζp�, yqy � xT, Byζp�, yqy � xT, ψp�, yqy
donc en utilisant que xT, χp�, yqy � xT, ζp�, yqy � 0 si y   �R, on en déduit que» y

�8

xT, ψp�, yqy � xT, ζp�, yqy � xT,
» y
�8

ψpx, tq dty.

On utilise ensuite que ψp�, yq � 0 si y ¡ R pour obtenir» �8

�8

xT, ψp�, yqy �
» R
�8

xT, ψp�, yqy � xT,
» R
�8

ψpx, tqdty

� xT,
» �8

�8

ψpx, tq dty � 0.

Mais, par définition

0 �
» �8

�8

xT, ψp�, yqy �
» �8

�8

xT, ϕp�, yqy �
» �8

�8

χpyqxT,
» �8

�8

ϕpx, tq dty dy

�
» �8

�8

xT, ϕp�, yqydy � xT,
» �8

�8

ϕpx, tqdty

qui est bien l’identité cherchée. �

6. Convolution

6.1. Convolution d’une distribution avec une fonction. Nous allons maintenant
définir b � T . Commençons par les cas b P C8c . Faisons comme d’habitude en regardant le
cas T � Tf avec f P L1:

b � fpxq �
»
Rd
fptqbpx� tq dt � xTf , bpx� �qy.

Proposition 6.1. Soit T P D1pRdq et b P C8c pRdq alors b �T est la fonction sur Rd définie
par b � T pxq � xT, bpx� �qy. Alors b � T P C8 avec, pour tout α P Nd, Bαb � T � pBαq � T .

Si de plus, T est à support compact, alors b � T est à support compact avec

supp b � T � supp b� suppT.

Ici A�B � ta� b : a P A, b P Bu.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème de dérivation 5.1 pour obtenir la première
partie. Pour le support, on remarque d’abord que suppϕpx � �q � txu � suppϕ donc si
x P supp b� suppT alors suppϕpx��qX suppT � H donc b�T pxq � xT, ϕpx� �qy � 0. �

Remarque 6.2. Si T est à support compact, il est inutile de supposer que b le soit également.
Tout d’abord, on prend χ une fonction C8c qui vaut 1 au voisinage du support de T . Alors
xT, ϕy � xT, χϕy pour tout ϕ P C8.

On définit alors b � T pxq � xT, bpx� �qy � xT, χp�qbpx� �qy et la proposition précédente
s’étend à ce cas.

Théorème 6.3 (Régularisation des distributions). Soit ζ P C8c pRdq telle que ζ ¥ 0 et»
Rd
ζpxq dx � 1. Pour λ ¡ 0, posons ζλptq � λ�dζpx{λq. Soit T P D1pRdq.

Alors ζλ � T P C8pRdq et ζλ � T Ñ T dans D1pRdq quand λÑ 0.
En particulier, C8c est dense dans D1pRdq.

Démonstration. Le fait que ζλ � T P C8pRdq a été vue dans la proposition précédente.
On veut donc démontrer que xζλ � T, ϕy Ñ xT, ϕy pour tout ϕ P C8c . Mais

xζλ � T, ϕy �
»
Rd
xTx, ζλpt� xqyϕptq dt �

»
Rd
xTx, ζλpt� xqϕptqydt

� xTx,
»
Rd
ζλpt� xqϕptq dty

avec le théorème 5.3. Posons ζ̃λpxq � ζλp�xq et remarquons que ζ̃λ est une approximation
de l’unité donc

ζ̃λ � ϕpxq �
»
Rd
ζλpt� xqϕptq dt

est dans C8c , car ϕ, ζλ P C8c . En particulier, les conditions du théorème 5.3 sont bien
remplies.

On a donc xζλ � T, ϕy �
A
T, ζ̃λ � ϕ

E
. Mais si ϕ est fixé et λ ¤ 1, il existe R ¡ 0 tel que

suppϕ, supp ζλ � ϕ � Bp0, Rq. Il existe alors C,N ¡ 0 tel que, pour toute ψ P C8c avec
suppψ � Bp0, Rq,

|xT, ψy| ¤ C sup
|α|¤N

}Bαψ}8.

On va appliquer cela à ψ � ζλ �ϕ�ϕ en remarquant que Bαrζλ �ϕ�ϕs � ζλ � pBαϕq�Bαϕ
donc

|xζλ � T, ϕy � xT, ϕy| � |xT, ζλ � ϕ� ϕy|
¤ C sup

|α|¤N

}Bαrζλ � ϕ� ϕs}8
� C sup

|α|¤N

}ζλ � pBαϕq � Bαϕ}8 Ñ 0

quand λÑ 0. Cela provient du fait que si ψ P C8c alors ζλ �ψ Ñ ψ uniformément et qu’on
a un nombre fini de telles limites (rédaction laissée au lecteur).

Enfin, si on commence par approcher T par une distribution Tc à support compact puis
Tc par ζλ �Tc (qui est de plus à support compact) on aura la densité de C8c est dense dans
D1pRdq. Nous laissons les détails au lecteur. �
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6.2. Produit et produit de convolution de deux distributions. Une idée pour définir
S � T consiste à commencer par prendre S, T comme étant S � Tf , T � Tg avec f, g des
fonctions C8c . Alors, si ϕ P C8c

xTf�g, ϕy �
»
Rd
f � gpxqϕpxq dx �

»
Rd

»
Rd
fpyqgpx� yqϕpxq dxdy

�
»
Rd
fpyq

�»
Rd
gpx� yqϕpxq dy



dx.

On pose alors Zgptq � gp�tq et on remarque que

»
Rd
gpx� yqϕpxq dy � pZgq � ϕ donc

xTf�g, ϕy � xTf , pZgq � ϕy � xTf , TZg � ϕy.
On remarque aussi que

xTZg, ϕy �
»
Rd
gp�xqϕpxq dx �

»
Rd
gpxqϕp�xq dx � xTg, Zϕy.

Cela nous conduit à la définition suivante:

Définition 6.4. Soit S, T P D1pRdq deux distributions avec T à support compact.
On définit alors Ť P D1pRdq comme suit: pour tout ϕ P C8c pRdq, xZT, ϕy � xT,Zϕy où

Zϕpxq � ϕp�xq.
On définit S � T P D1pRdq comme suit: pour tout ϕ P C8c pRdq, xS � T, ϕy � xS,ZT � ϕy.
On vérifie sans peine que ZT P D1pRdq. On remarque ensuite avec la proposition 6.1 que

ZT �ϕ P C8c pRdq donc que S �T est bien défini. Le fait que S �T P D1 est laissée en exercice
(un peu pénible, il faut reprendre les estimations de }BαT � ϕ}8 de la démostration de la
proposition 6.1).

On a les propriétés suivantes:

Proposition 6.5. Soeint S, T P D1pRdq deux distributions avec T à support compact. Alors
S �T P D1pRdq et BαpS �T q � pBαSq �T � S � pBαT q. Si de plus S est également à support
compact alors S � T � T � S.

Démonstration. En effet,

xBαS � T, ϕy � p�1q|α|xS � T, Bαϕyp�1q|α|xS, pZT q � pBαϕqy
� p�1q|α|@S, Bα�pZT q � ϕ�D � xBαS, pZT q � ϕy
� xpBαSq � T, ϕy.

On a donc bien BαS � T � pBαSq � T .
Par ailleurs, remplaçons provisoirement la notation φ̌, Ť par l’opérateur Z, Z : φ Ñ φ̌

et Z : T Ñ Ť . En particulier, on a xZT, ϕy � xT,Zϕy et BαrZϕs � p�1q|α|ZrBαϕs. On
obtient donc

xBαrZT s, ϕy � p�1q|α|ZT, Bαϕ � p�1q|α|xT,ZrBαϕsy
� xT, BαrZϕsy � p�1q|α|xBαT,Zϕy
� p�1q|α|xZrBαT s, ϕy
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donc BαrZT s � p�1q|α|ZrBαT s. Mais ensuite

xBαS � T, ϕy � p�1q|α|@S, Bα�pZT q � ϕ�D � A
S,

�p�1q|α|BαpZT q� � ϕE
� @

S,
�
ZpBαT q� � ϕD � xS � pBαT q, ϕy.

On a donc bien BαS � T � S � pBαT q.
Si S et T sont toutes deux à support compact, alors xS � T, ϕy � @

S, Ť � ϕD et xT � S, ϕy �@
T, Š � ϕD. Pour vérifier que ces deux quantités sont identiques, on remarque qu’elles

le sont si S et T sont (les distributions associées à) des fonctions de C8c . Pour le cas
général, on commence par régulariser et ensuite on passe à la limite apràs avoir montré
que pS, T q Ñ S � T est continue lorsqu’on fiwe les supports de S et T (détails laissés aux
lecteurs). �

En guise d’exemple, regardons le cas des masses de Dirac et de leurs dérivées:

Lemme 6.6. Soient a, b P Rd et α, β P Nd, alors pBαδaq � pBβδbq � Bα�βδa�b.

Démonstration. Tout d’abord, xZδb, ϕy � xδb, Zϕy � ϕp�bq � xδ�b, ϕy. Ensuite ZrBβδbs �
p�1q|β|BβZrδbs � p�1q|β|Bβδ�b. Puis

pZrBβδbsq � ϕpxq � �p�1q|β|Bβδ�b
� � ϕpxq � p�1q|β|Bβpδ�b � ϕqpxq

� p�1q|β|Bβ�xÑ ϕpx� bq� � p�1q|β|Bβϕpx� bq.
Enfin@pBαδaq � pBβδbq, ϕD � @Bαδa, pZrBβδbsq � ϕD � p�1q|β|@Bαδa, Bβϕp� � bqD

� p�1q|α|�|β|@δa, Bα�βϕp� � bqD � p�1q|α|�|β|Bα�βϕpa� bq
� @Bα�βδa�n, ϕD

comme annoncé. �

La définition du produit de convolution plus général de deux distributions est délicate.
Nous allons donner une seconde définition dans le cadre des distributions à support compact
qui peut être étendu sous des conditions de support moins restrictifs.

Tout d’abord, rappelons qu’on ne peut pas définir de façon générale le produit de deux
distributions sans risquer de se heurter à des incohérences. Par exemple, s’il est naturel
de définir δaδb � 0 si a �� b, on devrait ensuite avoir δ2a � limbÑa δaδb � 0 Mais alors, en
prenant χn une approximation de l’unité, χn Ñ δ0, on aurait χnδ0 � χnp0qδ0 qui ne peut
avoir de limite puisque χnp0q Ñ �8.

On peut toutefois définir le produit tensoriel de deux distributions si S P D1pRdq et
T P D1pRDq on définit S b T P D1pRd � RDq par

xS b T, ϕpx, yqy � @
Sx, xTy, ϕpx, yqy

D
ϕ P C8c pRd � RDq.

On pourrait aussi définir

xS b T, ϕpx, yqy � @
Ty, xSx, ϕpx, yqy

D
ϕ P C8c pRd � RDq.

Il se trouve que ces deux définitions conduisent toutes les deux à la même distribution (qui
est bien une distribution). Notons aussi que x Ñ xTy, ϕpx, yqy et y Ñ xSx, ϕpx, yqy sont
bien dans C8c donc que ces définitions ont un sens.

On vérifiera sans peine que δx b δy � δpx,yq.
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Si on souhaite définir la convolution de deux distributions S, T , on commence comme
d’habitude par regarder le cas S, T P L1

loc. Comme le convolution usuelle n’est pas définie
sur L1

loc on va restreindre d’avantage en ne regardant que S � Tf , T � Tg avec f, g P SpRdq.
Alors si ϕ P C8c pRdq,

xf � g, ϕy �
»
Rd
f � gpxqϕpxq dx �

»
Rd

»
Rd
fptqgpx� tqϕpxqdtdx

�
»
Rd�Rd

fptqgpsqϕps� tq dsdt � xf b g, ϕps� tqy.

On voudrait donc définir xS � T, ϕy � xS b T, φy où φpx, yq � ϕpx�yq. L’ennui est que,
bien que ϕ P C8c pRdq, φ R C8pRd � Rdq mais n’est pas à support compact. On ne peut
donc utiliser cette définition en toute généralité.

Toutefois, les choses peuvent s’améliorer si les support de S et de T ne sont pas Rd.
En effet, si U (resp. V ) est un ouvert qui contient le support de S (resp. de T ) et si
χS (resp. χT ) est une fonction de C8pRdq telle que χS � 1 sur suppS et à support
dans U (resp. χT � 1 sur suppT et à support dans V ) alors S � χSS (resp. T �
χTT ). On voudrait alors définir xS � T, ϕy � xχSS b χTT, φy � xS b T, χS b χTφy où
χS b χTφpx, yq � χSpxqχT pyqϕpx � yq. Il est possible que cette dernière fonction soit à
support compact i.e. si tpx, yq P U � V : x� y P suppϕu est borné.

Définition 6.7. On dira que S, T P D1pRdq sont convolable s’il existe un voisinage U de
suppS et un voisinage V de suppT tels que, pour tout R ¡ 0, tx P U, y P V : |x�y| ¤ Ru
est borné.

Dans ce cas, on définit χS et χT comme ci-dessus et la convolution de S et T est définie
par xS � T, φy � xS b T, φy � xS b T, χφy.

En premier lieu, remarquons que si U (ou V est borné, U � Bp0, ρq alors si |x� y| ¤ R,
|y| ¤ R�ρ donc tx P U, y P V : |x�y| ¤ Ru � Bp0, ρq�Bp0, R�ρq est borné. Ainsi, si S
ou T est à support compact, S et T sont convolables. On peut montrer que cette définition
de la convolution cöıncide avec la précédente.

Un deuxième exemple est le suivant: supposons que suppS � U � p�8, aq et suppT �
V � p�8, bq avec a, b ¡ 0. Alors, si x P U et y P V avec |x� y| ¤ R, i.e. �R ¤ x� y ¤ R
alors x ¥ �R�y ¥ �R�b et de même y ¥ �R�a. Ainsi, px, yq P p�R�b, aq�p�R�a, bq
qui est borné donc S, T sont convolables.

En guise d’exemple, regardons ce que vaut pBαδaq � pBβδbq. On commence par prendre
χ P C8c qui vaut 1 au voisinage de pa, bq. Alors@pBαδaq � pBβδbq, ϕD � @pBαδaqx b pBβδbqy, χpx, yqϕpx� yqD

� p�1q|α|�|β|@δa b δb, Bαx Bβy rχpx, yqϕpx� yqsD
� p�1q|α|�|β|Bαx Bβy rχpx, yqϕpx� yqspa, bq.

Mais, en utilisant la Formule de Leibnitz et le fait que χpa, bq � 1 mais Bαx Bβyχpa, bq � 0 si
|α| ou |β| ¥ 1, toutes les dérivées doivent donc porter sur ϕ donc@pBαδaq � pBβδbq, ϕD � p�1q|α|�|β|Bα�βϕpa� bq � @Bα�βδa�b, ϕD.
On a donc montré

Lemme 6.8. Soient a, b P Rd et α, β P Nd, alors pBαδaq � pBβδbq � Bα�βδa�b.
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7. Une autre application des distributions aux EDPs

7.1. Solution fondamentales. Nous allons dans cette partie nous intéresser à des équations
aux dérivées partielles à coefficients constants, c’est-à-dire à des équations de la forme
P pBqu � f où P est un polynôme à d variables de degré N ,

P pxq �
¸

αPNd,|α¤N

aαx
α donc P pBq �

¸
αPNd,|α¤N

aαBα

f P D1pRdq et la solution u P D1pRdq.
Exemple 7.1. Voici quelques équations aux dérivées partielles classiques qui sont de cette
forme

(i) L’équation de transport Btu� xa,∇uy � 0 associée au polynôme P pt, x1, . . . , xdq �
t� a1x1 � � � � � adxd.

(ii) L’équation de la chaleur (ou de Fourier) Btu � ∆u � f associée au polynôme
P pt, x1, . . . , xdq � t� x21 � � � � � x2d.

(iii) L’équation de Schrödinger iBtu�∆u � f associée au polynôme P pt, x1, . . . , xdq �
it� x21 � � � � � x2d.

(iv) L’équation de Laplace (ou de Poisson) de l’electrostatique, ∆u � f associée au
polynôme P px1, . . . , xdq � x21 � � � � � x2d.

(v) L’équation des ondes B2t u � ∆u � f associée au polynôme P pt, x1, . . . , xdq � t2 �
x21 � � � � � x2d.

Définition 7.2. Soit P un polynôme. L’équation homogène associée à l’équation P pBqu �
f est l’équation P pBqu � 0.

Une solution fondamentale (ou fonction de Green) de l’équation P pBqu � f est une
distribution G P D1pRdq telle que P pBqu � δ.

Lemme 7.3. Si u et ũ sont deux solution de l’équation P pBqu � f , alors v � ũ � u est
solution de l’équation homogène.

Supposons que l’équation P pBqu � δ0 ait une solution fondamentale G. Si f est à support
compact, alors u � G � f est solution de l’équation P pBqu � f . Dans ce cas, u est la seule
solution à support compact.

Proof. La première partie est immédiate et provient de la linéarité de l’équation. La seconde
provient du fait que si f est à support compact, G � f est bien défini et BpG � fq � pBGq � f
donc

P pBqpG � fq � �
P pBqG� � f � δ0 � f � f.

Si G était à support compact, on pourrait se passer de l’hypothèse sur le support de f ,
malheureusement ce n’est jamais le cas.

Enfin, si T est une solution à support compact, P pBqT � f alors

T � δ � T � �
P pBqG� � T � P pBqpG � T q � G � �P pBqT � � f � T

comme annoncé. �

Nous allons admettre le résultat (difficile) suivant

Théorème 7.4 (Ehrenpreis-Malgrange, 1955). Tout opérateur différentiel à coefficient
constant P pBq admet une solution fondamentale.
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Avant de continuer, nous allons reformuler l’équation P pBqu � f sous forme d’une
équation de convolution A � u � f . Pour cela, nous allons utiliser le lemme suivant:

Lemme 7.5. Soit α P Nd et T P D1pRdq, alors BαT � pBαδ0q � T .

En effet. , on a T � δ0 � T et ceci a bien un sens puisque δ0 est à support compact. De
plus BαT � Bαpδ0 � T q � pBαδ0q � T . �

Ainsi, si P � °
|α|¤N cαx

α, on peut lui associer

– l’opérateur différentiel P pBq � °
|α|¤N cαBα

– la distribution P pδq � °
|α|¤N cαBαδ0

et alors P pBqT � P pδq � T . Une équation aux dérivées partielles à coefficients constants
P pBqT � f se ramène donc à une équation de convolution P pδq � T � f .

Notons que d’autres types d’équations sont des équations de convolution. Par exemple,
l’équation aux différences τaT � T � f se lit pδa � δ0q � T � f .

Définition 7.6. Soit A une distribution à support compact. L’équation A � T � f est
appelée équation de convolution.

On dit que A admet une solution fondamentale s’il existe une distribution G telle que
A �G � δ0.

Remarque 7.7. Analyse de Fourier et solution fondamentale
Avant de continuer, remarquons que l’analyse de Fourier permet de déterminger G. Nous
admettrons que si A est à support compact, alors FrAs est une fonction C8. ¶ Par exemple
FrP pδqs � P p�2iπξq (ou plus précisément, la distribution associée à P p�2iπξq). De plus
FrA�Gs � FrAsFrGs pour tout G P S 1pRdq. Ainsi s’il existe G P S 1pRdq tel que A�G � δ0
alors FrAsFrGs � Frδ0s � 1 donc FrGs � 1{FrAs. Deux difficultés se présentent alors,
d’une part, il faut pouvoir montrer que 1{FrAs P S 1 ce qui permet de définir G P S 1 par
FrGs � 1{FrAs, d’autre part, il faut être capable de d’inverser cette transformée de Fourier
(ou au moins d’obtenir des estimations sur G à partir de sa transformée de Fourier).

Théorème 7.8 (Régularité des solutions). Soit P un polynôme et G sa solution fonda-
mentale de P pBqG � δ0. Supposons que G est une fonction C8 sur Rdzt0u. Alors si
f P C8c pRdq, toute solutions de P pδqu � f est dans C8pRdq.

Notons que la distribution G ne peut être C8 sur Rd puisqu’alors δ � P pBqG serait C8.

Démonstration. Commençons par donner le sens précis de ce théorème:
Dire que G est une fonction C8 sur Rdzt0u signifie que, pour toute fonction x0 �� 0,

pour tout χ P C8c pRdq avec χpxq � 1 au voisinage de x0 et χpxq � 0 au voisinage de 0,
χT � Tf avec f une fonction C8.

Ensuite, à f on associe la distribution Tf et ce que nous affirmons est que si T P D1pRdq
est tel que P pδqT � f alors T � Tg avec g P C8.

Soit donc T P D1pRdq tel que P pBqT � Tf et soit x0 P Rd. Soit ψ P CcpRdq telle que
ψ � 1 sur Bpx0, r0q. Alors ψu est une distribution à support compact. Commençons par
écrire G�P pδq � P pδq�G � δ0 et P pδq�u � Tf . Donc χT � δ0�pχT q �

�
G�P pδq��pχT q �

G � �P pδq � pχT q� puisque le produit de convolution est associatif.

¶Le théorème de Paley-Wiener-Schwarz nous dit que FrAs et en fait une une fonction entière d’ordre 1

et donne aussi une réciproque que nous n’utiliserons pas ici.
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Ensuite, la formule de Leibnitz se lit

BβpχT q � χBβT �
¸

0��γ¤β

�
β
γ



BβχBβ�γT.

Comme χ � 1 sur Bpx0, r0q, Bβχ � 0 si β �� 0 sur Bpx0, r0q et on peut donc écrire
BβpχT q � χBβT �Rβ òu le support de Rβ est compact et n’intersecte pas Bpx0, r0q. Ainsi

P pδq � pχT q � χP pδq � T �R � χTf �R

avec R une distribution dont le support est compact et n’intersecte pas Bpx0, r0q. Par suite

χT � G � �P pδq � pχT q� � G � pχTf q �G �R.
Notons que χTf � Tχf et que χf P C80 donc G � pχTf q P C8 par les propriétés de
régularisation de la convolution. Il reste donc à démontrer que G �R P C8 au voisinage de
x0.

Soit θ P C8c une fonction qui vaut 1 sur une boule Bp0, ρq et 0 en-dehors de Bp0, 2ρq.
On écrit

G �R � pθGq �R� �p1� θqG� �R.
Comme p1� θqG P C8, on a

�p1� θqG� �R P C8.
Montrons maintenant que si θ est bien choisi, pθGq �R est C8 au voisinage de 0 (en fait,

nul). Pour cela, notons qu’on peut choisir ρ   r0{4 de sorte que Bpx0, r0{2q n’intersecte
pas le suppR�Bp0, 2ρq � suppR� supp θ � suppR � θ. En particulier, si ϕ est à support
dans Bpx0, r0{2q alors xpθGq �R,ϕy � 0 donc pθGq �R � 0 au voisinage de x0. �

7.2. Solution fondamentale du laplacien. L’objet de cette section est de déterminer
une solution fondamentale du laplacien i.e. une fonction G de classe C8 sur Rdzt0u telle
que �∆G � δ0.

Rappelons que G n’est pas unique, nous allons donc chercher G aussi symétrique que
possible.

Le cas de la dimension 1 est simple, on veut résoudre �G2 � δ0. On sait déjà que
la fonction de Heaviside est une primitive de δ0 donc G1pxq � �Hpxq � c0 avec c0 une
constante. Mais alors il suffit d’intégrer Gpxq � ³x

0
�Hptq� c0 dt� c1 � �x�� c0x� c1 où

x� �
#
x si x ¥ 0

0 si x   0
. Le choix c1 � 0 et c0 � �1{2 nous donne Gpxq � �1

2
|x|.

Nous allons maintenant nous pencher sur le cas de la dimension d ¥ 2. Avant cela,
remarquons que δ0 et ∆ sont invariants par transformation orthogonale (donc par rotation).
Plus précisément, si A P Opdq est une matrice orthogonale, |detA| � 1 donc ∆Aδ0 � δ0 et

∆pf �Aq � p∆fq �A. Nous chercherons donc G sous la forme d’une fonction radiale�.

Écrivons donc Gpxq � fp|x|q. Rappelons que |x| �a
x21 � � � � � x2d est une fonction C8

sur Rdzt0u et alors, un exercice de calcul différentiel nous montre que

∆Gpxq � 1

rd�1

d

dr

�
rd�1 d

dr



fprq r � |x| ¡ 0.

�Nous n’affirmons pas a priori qu’une telle solution élémentaire existe, mais il se trouve que nous en
trouverons une.
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Ainsi, pour x �� 0, on trouve rd�1 d

dr
fprq � c une constante i.e. fprq � cr�d�1. Par suite,

un candidat pour G est

Gpxq �
#
c2 ln |x| pour d � 2
cd

|x|d�2 pour d ¥ 3

avec cd une constante. Notons que G est bien C8 sur Rdzt0u et vérifie ∆G � 0 sur cet
ensemble. De plus G P L1

locpRdq � S 1pRdq: en intégrant en coordonées sphériques»
Bp0,Rq

|Gpxq| dx �
»
Sd�1

» R
0

|Gprζq|rd�1 dr dσdpζq

où Sd�1 � tx P Rd : |x| � 1u est la sphère unité de Rd�1 et dσd�1 la mesure de Lebesgue
(de surface) de Sd�1. Donc

(7.12)

»
Bp0,Rq

|Gpxq|dx �
#
σd�1pSd�1q ³R

0
r dr si d ¥ 3

2π
³R
0
r| ln r|dr si d � 2

  �8.

Comme ∆G � 0 sur Rdzt0u est vrai en tant que fonction, donc encore en tant que
distribution i.e. pour toute ϕ P C8c pRdq avec suppϕ � Rdzt0u, x�∆G,ϕy � �xG,∆ϕy � 0.

Il s’aĝıt maintenant de déterminer cd pour que �∆G � δ0, c’est-à-dire pour toute
ϕ P C8c pRdq, x�∆G,ϕy � xδ0, ϕy � ϕp0q.

Nous allons admettre qu’il suffit de prendre ϕ radiale. Le raisonnement est le suivant:
rappelons que G est radiale, c’est-à-dire si A P SOpdq est une matrice de rotation (donc
detA � 1), alors Gpxq � GpAxq. En terme de distributions, nous avons noté cela G � δAG.
On a alors

x∆G,ϕy � xG,∆ϕy � xδAG,∆ϕy � xG, δA�1∆ϕy � xG,∆rδA1ϕsy
car le laplacien est invariant par rotation sur les fonctions δA∆ϕ � ∆rδAϕs. On utilise
ensuite que G est une fonction localement intégrable donc

x∆G,ϕy �
»
Rd
Gpxq∆rδA1ϕspxq dx.

Le membre de gauche ne dépend pas de G alors que celui de droite si, on peut donc
faire une moyenne sur les rotations. Une telle moyenne existe car, par exemple, le groupe
des rotations est compact ou alors en paramétrant l’ensemble des rotations. et intégrer
sur l’ensemble des rotations est simplement intégrer par rapport à θ. On trouve alors en
utilisant Fubini

x∆G,ϕy �
»
SOpdq

»
Rd
Gpxq∆rδBϕspxq dxdνpBq �

»
Rd
Gpxq

»
SOpdq

∆rδBϕspxqdνpBq dx.

Il reste à voir que »
SOpdq

∆rδBϕspxq dνpBq � ∆

�»
SOpdq

ϕpBxq dνpBq
�

et

»
SOpdq

ϕpBxq dνpBq est radiale.
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Par exemple, lorsque d � 2, l’ensemble des rotations est l’ensemble des matrices de la

forme

�
cos θ � sin θ
sin θ cos θ



. Les étapes sont alors les suivantes

x∆G,ϕy �
»
R2

c2 ln
1a

x2 � y2
pB2x � B2yqϕpx cos θ � y sin θ,�x sin θ � y cos θq dx dy

�
» 2π

0

»
R2

c2 ln
1a

x2 � y2
pB2x � B2yqϕpx cos θ � y sin θ,�x sin θ � y cos θq dx dy dθ

�
»
R2

c2 ln
1a

x2 � y2

» 2π

0

pB2x � B2yqϕpx cos θ � y sin θ,�x sin θ � y cos θq dθ dx dy

�
»
R2

c2 ln
1a

x2 � y2
pB2x � B2yq

�» 2π

0

ϕpx cos θ � y sin θ,�x sin θ � y cos θq dθ



dxdy.

Il est alors facile de voir que

px, yq Ñ
» 2π

0

ϕpx cos θ � y sin θ,�x sin θ � y cos θq dθ

est radiale.
Nous voulons donc montrer que ϕ P C8c pRdq radiale, x�∆G,ϕy � xδ0, ϕy � ϕp0q. Pour

cela, commençons par noter que

x�∆G,ϕy �
ḑ

j�1

@�B2jG,ϕD � ḑ

j�1

xBjG, Bjϕy.

Mais, en écrivant |x|�d�2 � px21�� � ��x2dq
�d�2

2 si d ¥ 3 et ln |x| � 1
2 lnpx21�x22q on obtient

immédiatement que

BjG �
#
�pd� 2qcd xj

|x|d
si d ¥ 3

c2
xj
|x|2 si d � 2

.

En particulier

∇G �
#
�pd� 2qcd x

|x|d
si d ¥ 3

c2
x
|x|2 si d � 2

.

Cette fonction est radiale, |∇Gpxq| � κd|x|�pd�1q avec κ2 � c2 et κd � pd� 2qcd si d ¥ 3.
De plus |∇Gpxq P L1

loc:»
Bp0,Rq

|∇Gpxq dx � σd�1pSd�1q
» R
0

|∇|Gprζq|rd�1 dr � κdσd�1pSd�1qR   �8.

Par suite, chaque coordonnée de ∇G est dans L1
loc � S 1 et alors

x�∆G,ϕy �
»
Rd

ḑ

j�1

BjGpxqBjϕpxq dx

�
»
Rd
x∇Gpxq,∇ϕpxqydx

� lim
εÑ0

»
|x|¥ε

x∇Gpxq,∇ϕpxqydx
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puisque cette intégrale converge (∇G est localement intégralble et ∇ϕ est bornée à support
compact).** Mais maintenant, ϕ étant radiale, on écrit ϕpxq � φp|x|q avec φ de classe C8
sur s0,�8q et alors ∇ϕpxq � x

|x|φ
1p|x|q si x �� 0.

Séparons les cas d � 2 et d ¥ 3. Commençons par d ¥ 3, on a»
|x|¥ε

x∇Gpxq,∇ϕpxqy dx � � �pd� 2qcd
»
|x|¥ε

B
x

|x|d ,
x

|x|
F
φ1p|x|qdx

� �pd� 2qcd
»
|x|¥ε

1

|x|d�1
φ1p|x|qdx

� �pd� 2qcdσd�1pSd�1q
» �8

ε

φ1prq dr

� pd� 2qcdσd�1pSd�1qφpεq
où on est passé en coordonnées sphériques dans la dernière intégrale et on a utilisé le fait
qu’on intégrait une fonction radiale. Par suite, en faisant ε Ñ 0, et en remarquant que
φpεq � ϕpε, 0, . . . , 0q on a

x�∆G,ϕy � pd� 2qcdσd�1pSd�1qφp0q.
Il suffit donc de choisir cd � 1

pd� 2qσd�1pSd�1q pour que G soit une solution fondamentale

du laplacien.
Le cas d � 2 ne diffère que très peu:»

|x|¥ε

x∇Gpxq,∇ϕpxqy dx � � c2

»
|x|¥ε

B
x

|x|2 ,
x

|x|
F
φ1p|x|q dx

� c2

»
|x|¥ε

1

|x|φ
1p|x|q dx � 2πc2

» �8

ε

φ1prq dr

� �2πc2φpεq Ñ �2πc2φp0q
quand εÑ 0. On choisit donc c2 � �1{p2πq.

En résumé:

Théorème 7.9 (Solution fondamentale du laplacien sur Rd). La distribution E associée
à la fonction localement intégrable G définie sur Rdzt0u par

Gpxq �

$'&'%
� 1

2 |x| si d � 1

� 1
2π ln |x| si d � 2

1
pd�2qσd�1pSd�1q|x|d�2 si d ¥ 3

est une solution fondamentale du laplacien �∆E � δ0.

Voici quelques autres exemples:
– une solution fondamentale de l’équation de la chaleur Btupx, yq � ∆xupx, tq � fpx, tq

est Gpx, tq � Hptq
p4πtqd{2

exp
�
� |x|2

4t

	
.

– une solution fondamentale de B̄upx, yq :� 1

2
pBx � iByqupx, yq � fpx, yq est Gpx, yq �

1
x�iy . Notez que G P L1

loc.

**Pour les deux derniers x�, �y, il s’agit du produit scalaire de Rd.
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Appendix A. Appendice: Intégration sur la sphère de Rd

Les coordonnées sphériques étendent les coordonnées polaire de la dimension 2.
On remarque que si x P Rd, x �� 0, alors x � rpζ1, . . . , ζdq avec r � |x| � px21�� � ��x2dq1{2

et pζ21 � � � � � ζ2d�1q � ζ2d � 1

Il existe donc θd�1 P r0, πs tel que ζd � cos θd�1 et ζ21 � � � � � ζ2d�1 � sin2 θd�1.

Soit cette quantité est nulle, soit on divise par sin2 θd�1 et on a
�pζ1{ sin θd�1q2 � � � � �

pζd�2{ sin θd�1q2q�pζd�1{ sin θd�1q2 � 1 Il existe ensuite θd�2 P r0, πs tel que ζd�1{ sin θd�1 �
cos θd�2 et

�pζ1{ sin θd�1q2�� � ��pζd�2{ sin θd�1q2q � sin2 θd�2 i.e. ζd�1 � cos θd�2 sin θd�1

et ζ21�� � ��ζ2d�2 � psin θd�2 sin θd�1q2. On continue ainsi jusqu’à ζ21�ζ22 � psin θ2 � � � sin θd�1q2
et il existe alors θ1 P p�π, πq tel que ζ1 � sin θ1 sin θ2 � � � sin θd�1 et ζ2 � cos θ1 sin θ2 � � � sin θd�1.
En résumé $'''''&'''''%

x1 � r sin θ1 sin θ2 � � � sin θd�1

x2 � r cos θ1 sin θ2 � � � sin θd�1

... � ...
xd�1 � r cos θd�2 sin θd�1

xd � r cos θd�1

avec r ¥ 0, θ1 P p�π, πs, et θj P r0, πs pour j � 2, . . . , d� 1. On notera que ceci donne une
bijection Π, C1 pr, θ1, . . . , θd�1q Ñ px1, . . . , xdq de s0,�8q � p�π, πs � r0, πs2 Ñ Rdzt0u.
Notez que si on fixe r ¡ 0, l’image de tru � p�π, πs � r0, πs2 est la sphère rSd�1 � tx P
Rd : |x| � ru.

Pour d � 2 on retrouve bien sûr les coordonnées polaires et pour d � 3$&%x � r sin θ sinϕ
y � r sin θ cosϕ
z � r cos θ

r ¥ 0, 0 ¤ θ ¤ π, 0 ¤ ϕ ¤ 2π.

Par exemple, pour d � 3��sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ �r sin θ sinϕ

cos θ �r sin θ 0

�
dont le déterminant est (en développant par rapport à la dernière ligne)

J � cos θ

�
r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ
r cos θ cosϕ �r sin θ sinϕ

�
� r sin θ

�
sin θ sinϕ r sin θ cosϕ
sin θ cosϕ �r sin θ sinϕ

�
� r2 cos2 θ sin θ

�� sin2 ϕ� cos2 ϕ
�� r sin3 θ

�� sin2 ϕ� cos2 ϕ
�

� �r sin θpcos2 θ � sin2 θq � �r sin θ.

En particulier si on écrit f̃pr, θ, ϕq � fpr sin θ sinϕ, r sin θ cosϕ, r cos θq i.e. f en coor-
données sphériques, alors»

Rd
fpxq dx �

» �8

0

» 2π

0

» π
0

fpr sin θ sinϕ, r sin θ cosϕ, r cos θqr sin θ dϕdθ dr.

Cela conduit naturellement à poser pour Ψ : S2 Ñ C,»
S2

Ψpζq dσ2pζq �
» 2π

0

» π
0

Ψpsin θ sinϕ, sin θ cosϕ, cos θqr sin θ dϕdθ
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(avec un abus de notation).
Pour la dimension d, le calcul est similaire et on a»

Sd�1

Ψpζq dσd�1pζq �
» 2π

0

» π
0

� � �
» π
0

ΨpΘq
d�1¹
j�2

sinj�1 θj dθd�1 � � � dθ2 dθ1

où

Θ � psin θ1 sin θ2 � � � sin θd�1, cos θ1 sin θ2 � � � sin θd�1, . . . , cos θd�1q
et alors »

Rd
fpxq dx �

» �8

0

»
Sd�1

fprζq dσd�1pζq rd�1 dr.

En particulier, si f est radiale, fpxq � f0p|x|q alors»
Rdfpxq dx � σd�1pSd�1q

» �8

0

f0prqrd�1 dr.

Notons que ceci permet de relier le volume |Bdpρq| le volume de la sphère (de centre 0)
de Rd de rayon ρ à la sphère puisque si f � 1Bdpρq alors f0 � 1r0,ρs donc

|Bdpρq| �
»
Rd

1Bdpρqpxq dx � σd�1pSd�1q
» �8

0

1r0,ρsprqrd�1 dr

� σd�1pSd�1q
» ρ
0

rd�1 dr � σd�1pSd�1q
d

ρd.

Notons que ceci démontre aussi que |Bdpρq| � |Bdp1q|ρd. Par ailleurs, on remarque que si
x P Bdpρq alors chaque coordonnées de x est ¤ ρ. Ainsi

Bdpρq � tpx1, . . . , xd�1, xdq : px21 � � � � � x2d�1q � x2d � ρ2u

� tpx1, . . . , xd�1, xdq : px21 � � � � � x2d�1q �
b
ρ2 � x2d

2

u

� tpx̄, xdq : xd P r�ρ, ρs, x̄ P Bd�1p
b
ρ2 � x2dqu.

En utilisant Fubini (on n’intègre que des quantités positives), on trouve alors

|Bdpρq| �
»
Rd

1Bpρqpxq dx �
» ρ
�ρ

»
Rd�1

1
Bd�1p

?
ρ2�x2

dq
px̄q dx̄dxd

�
» ρ
�ρ

|Bd�1p
b
ρ2 � x2dq| dxd

� |Bd�1p1q|
» ρ
�ρ

pρ2 � x2dqpd�1q{2 dxd.

On obtient donc la formule de récurrence

|Bdp1q| � |Bd�1p1q|
» 1

�1

p1� t2qpd�1q{2 dt � 2|Bd�1p1q|
» 1

0

p1� t2qpd�1q{2 dt

� |Bd�1p1q|
» 1

0

p1� xqpd�1q{2x�1{2 ds � B

�
d� 1

2
,

1

2



|Bd�1p1q|
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où on a fait un changement de variable x � t2 et où

Bps, tq �
» 1

0

xs�1p1� xqt�1 dx, <psq,<ptq ¡ 0

est la fonction β. Celle-ci est reliée à la fonction Γ

Γpsq �
» �8

0

tse�t
dt

t
, <psq ¡ 0

par

Bps, tq � ΓpsqΓptq
Γps� tq .

Cette dernière formule se démontre en écrivant ΓpsqΓptq comme un intégrale double (avec

Fubini) puis de faire le changement de variable u � x� y, v � x

x� y
.

Ainsi

|Bdp1q| � Bpd{2� 1, 1{2q|Bd�1p1q| �
Γ
�
d�1
2

�
Γ
�
1
2

�
Γ
�
d
2 � 1

� |Bd�1p1q|.

Commençons par d � 1 où bien évidemment |B1p1q| � |r�1, 1s| � 2. Par définition de π,
|B2p1q| � π donc

π � 2
Γ
�
3
2

�
Γ
�
1
2

�
Γ p2q .

Mais Γpx � 1q � xΓpxq (avec une intégration par parties) donc Γp3{2q � Γp1{2q{2 et
Γp2q � Γp1q � 1 (par un calcul direct). Il en résulte que Γp1{2q2 � π et comme Γpxq ¥ 0
quand x ¡ 0, Γp1{2q � ?

π.

En particulier, on a |Bdp1q| �
?
π

Γ
�
d�1
2

�
Γ
�
d
2 � 1

� |Bd�1p1q| et, en itérant cette formule, pour

d ¥ 3

|Bdp1q| � π
Γ
�
d�1
2

�
Γ
�
d
2 � 1

� Γ
�
d
2

�
Γ
�
d�1
2

� |Bd�2p1q|2π
d
|Bd�2p1q|.

Partant de là, on obtient immédiatement, en séparant les cas d pair et d impair

|Bdp1q| � πd{2

Γ
�
d
2 � 1

� �
$&%
πp

p! si d � 2p

2p4πqpp!
p2p�1q! si d � 2p� 1

et

σd�1pSd�1q � d|Bdp1q| � dπd{2

Γ
�
d
2 � 1

� .
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