ANALYSE: CONVERGENCE ET DUALITE

PHILIPPE JAMING

Transformée de Fourier

4 1
1. THEORIE L 95 min

Définition 1.1. Pour f € L'(RY) on défini la transformée de Fourier de f, qu’on notera
f ou F[f], comme étant la fonction définie sur R¢ par

f©) = FUNS) = | pa)e 0

Notons que |f(x)e=2™®€| = |f(z)| de sorte que la transformée de Fourier est bien
définie. Il est également évident que c’est une application linéaire. Commencons par un
exemple fondamental:

Exemple 1.2. Soient a <b€ R et f =1[,;. Alors pour £ + 0,

b
7 i -1 ) )
f(g) — J 6—2177955 dr = (6—2177175 _ 6—2271—@5)

a 2im€
e2i7raT+b§ em”%’g _ e—%r”;“g
h € 24
rinegeesinm(b — a)g
¢
. b
Pour £ =0, f(0) =f dz =b—a.
a
. ) . . . 1 sit=0
Il est pratique d’introduire la fonction sinct = { . , . P40 Remarquons que cette
i si

+% (_1)kx2k
fonction est développable en série entiere, sinct = Z m
k=0 :

En posant ¢ = C‘TH’ le centre de l'intervalle [a, b] et £ = b — a sa longueur, ¢ = 2r avec r
le rayon de l'intervalle, alors

f(ﬁ) = 0e%™ gine b€ = 2re?™°E sine 2nrE.

Remarquons ensuite que si f est un produit (tensoriel) de fonctions f(x1,...,xq) =

d
H f;(z;) avec chaque f; € L*(R), alors il en va de méme pour sa transformée de Fourier
j=1
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d
f: f(fl, &l = H fj(gj). Ceci résulte directement du théoréeme de Fubini et du simple
j=1

d
caleul e=2im@8 — =T Xl @& _ H o~ 20,65
Jj=1

d
Maintenant, si QQ = H[aj, b;] est un cube, notons ¢; = b; — a; pour les longueurs de ses
j=1
d
cotés, |Q| = H ¢; son volume, ¢ = (%, R ‘”241"’) son centre de gravité. Alors, pour
j=1
d
f@) =1q() = [ | 1fa; 5,1(x;), on a
j=1

d
F(©) = 1Q[e* ™ [ [ sinemt;¢;.

j=1
Remarquons que f € Co(R?) ce que nous utiliserons par la suite.

Nous avons déja vu que la transformée de Fourier était bien définie. On a un peu
mieux. Posons F(x,£) = f(x)e 2™®& . Alors, & z fixé, £ — F(z,£) est continue. De
plus, |F(x,&)| = |f(z)| € L*(RY), d’apres le théoreme de continuité de Lebesgue, f(¢) =

F(z,£)dx est continue. De plus
d

fol< |

P8 de = [ 17@)]dz = 15500y

Rd Rd

Comme F : f — f est évidemment linéaire, I'application F est continue LY(R?) — Cp(RY),
I'espace des fonctions continues bornées sur R%. On a un peu plus:

Théoréeme 1.3 (Lemme de Riemann-Lebesgue). La transformée de Fourier F est une
application linéaire bornée L'(RY) — Co(R?) avec |Ff|,, < |fll;-

Démonstration. On a déja vu que F est linéaire bornée L' (R?) — Cy(R?) avec |Ff],, <
[£];- I ne nous reste donc plus qu’a montrer que Ff € Co(R?) quand f € L*(R?).

Nous avons vu que c’était le cas si f = 1g, @ un cube, cela est donc encore vrai quand
f est une combinaison linéaire (finie) de telles fonctions i.e. une fonction étagée. Mais ces
fonctions forment un espace vectoriel dense. Ainsi, si f € L'(R?), il existe une suite (fy)
de fonctions étagées, telle que || fr, — f] . — 0 quand k& — co. Mais alors

IFf = Ffele = 1F(f = F)l, < If = frly = 0.

En d’autres termes, Ff, — Ff dans Cy(R?). Comme Ff; € Co(R?) qui est fermé dans
Cy(R?) (ce que nous avons déja démontré dans le chapitre sur la convolution), on obtient
que Ff € Co(RY). O
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Seconde démonstration. Il y a une seconde démonstration du fait que f(f) — 0 quand
¢ — Fo0. On remarque d’abord que si & £ 0 —1 = e~ ™ = ¢ 2m&O/20E1 qonc

27(¢) = fRf(t)e—mmg df — J’R F(1)e2mEOR1EN =2imte gy

= J F(t)e > dt _J F(1)e= 226 g
R R

_ _ _ § e—Ziﬂtfd
Mﬂ” / (t 2|s||2>] :

‘f —7_¢ f|| - Mais alors, en faisant
22" |4

|€]] = oo et en utilisant la continuité de I'application R — L'(R) donnée par a — 7,f, il

vient | f(£)] — 0.
Rappelons que la continuité des translations utilisait un argument de densité. O

Ainsi, J(€) = SFIS —7_s_ f1(€). Par suite | ()| <

2¢l?

Listons quelques unes des propriétés essentielles de la transformée de Fourier. Pour cela,
introduisons les notations suivantes. Pour a,w € R? X\ > 0, T' € GL,(R%) (une matrice
d x d inversible) et f une fonction sur R?, on défini les nouvelles fonctions sur R?

Taf(2) = f(x = a), Muf(x) = e ™D f(x), 6 f(x) = f(x), Arf(z) = f(T'a).
Notons que 74, M, d», A7 sont des applications linéaires continues sur L? — LP pour tout
.

Proposition 1.4. Supposons que f € L'(R?) alors

= Flraf] = Mo F[f], FIMy f] = 7-oF[f],
= Foxf] = A 4F[61/xf] et plus générallement F[Ar f] = | det T|App—1) F[f].

- Si & f € LYRY) alors f admet une dérivée partielle continue par rapport a &; avec

of ,ov o 4
E(é) = —2inFlz; f1(£)-
~ Si f est C' avec ;jj e LY(RY), alors }"[;mf]]({) = 2im&; F[f1(§).

- Si f,g € LY(R?) alors F[f + g] = F[f1F[g]-

Démonstration. Les 4 premiéres résultent d’un simple changement variable:
— le changement de variable y = x — a donne

Flraf1(§) = " f(x—a)e 2™@O dg = y Fly)e 2inw+a gy

_ o 2ima.&) d Fly)e 2O gy = ¢ 2@ f(g).
R

— La suivante est encore plus simple

FIMLINE) = | | f@)e 2 emme0 dr = de J(@)e 2 dr = f(§ + w).
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— le changement de variable y = Ax donne
FIoxf16) = | fx)e > @0 dy = A71 f F(y)e 2mVAO qy
Rd Rd

= A flye POV dy = AU f(E/N).
Rd

C’est un cas particulier du suivant:

— le changement de variable y = T~ 'z, = Ty donne
FIArf1(€) = | f(T 7 a)e ™09 dx = |det T j Fly)e 2T dy
R4 Rd
=14t ] | F@)e 0T dy = det TIFT),
Rd

—Les deux suivants sont & peine plus subtiles. Siz;f € L'(R?) et en considérant & nouveau
F(x,&) = f(x)e ™™ alors, 4 x fixé, £ — F(z,£) est de classe C!, |F(z,¢)| = |f(x)] €
LY (RY) et

‘6}7'( 5)‘ = ‘—22'71'3:-]“(33)672”@’@‘ = 2n|z; f| € L' (R?)

3, x, J j .

Le théoreme de dérivation de Lebesgue implique donc que f(g) = J F(z,&)dz est
Rd

dérivable par rapport a §; avec

. ” '
if(g) = a7(95,5) = J —2imx; f(2)e ™0 do = F[—2irz; f](£).
0&; Rra 0&; R
P - . :
— Enfin, supposons que f € C*, f, % € L*. Pour simplifier les notations, prenons j = 1.
J

Notons qu’avec Fubini,

J |f(x)|dx=f (J |f(x1,x2,...,a:d)|dx1) drs - dxg < +0

de sorte que f |f(x1,29,...,24)|dz1 < +00 pour presque tout (x2,...,z4). Cela reste
R
bien sir vrai en remplagant f par (;}gfl . Ainsi les 2 propriétés sont simultanément vraies
presque partout: presque tout (xs,...,zq) est tel que
of
|f(z1,22,...,2q)|dzy < 400 et —(x1, 2, ..., 2q)|dx1 < H00.
R r | 061
Le théoreme fondamental de I'intégration montre que
X1 af
flxr,xo, ... xq) = f(O,29,...,24) + f —(t,xa,...,xq)dt
o 0&
+oo f
—>f(0,x2,...,xd)+f —(t,xa,...,xq)dt
S
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quand x; — Fo0. Ainsi f(z1,22,...,24) a une limite en +o0. Mais comme

J|f@hx%~w$@hm1<+w
R

cette limite est zero. - -
Ensuite écrivons x, ¢ € R? sous la forme z = (21,%), £ = (£1,€) avec 7,£ € RY™L. En
intégrant par parties,

ﬁ =\, —2imdz,£) Jﬁ -\ ,—2imx1 &1 —21ﬂ<f,g‘>
JR 26 (x1,7)e dz; . %6 (z1,7%)e dzie

+C
—

_ 672i7r<5c,£/>[f(x17j)e—Qiﬂwlﬁl]

+2im&y J f(z, a’c)e_%mlgl dx1672i”<i’€>
R

2im&y f f(zy,T)e” 2™ dgy
R

Il ne reste plus qu’a intégrer par rapport aux d — 1 variables restantes et d’utiliser Fubini.
La derniere propriété est une conséquence directe de Fubini et du changement de variable
u=x—y

FLf #g]1(&)

f fW)g(x —y)dye 2™ dg
R4 JRA

Rd
fR

1) | ota
W) fRd g(u
fRd f(y) fRd g(u

|, rwaee 2= ay = i@ate)

- y)e*%”<‘/""’£> dzdy

672i7r<u+y,§> du dy

)
)

672i7r<u,£> du e*2i7f<y’§> dy

comme annoncé. Comme

j f F @)z — y) 37O da dy = j f FW)g(e — y)] dedy = |l lg], < +o.
]Rd ]Rd ]Rd ]Rd
I'utilisation de Fubini est justifiée. O

Nous sommes maintenant en mesure de donner un second exemple fondamental, la
gaussienne:

Exemple 1.5. Soit f la gaussienne defini pour z € R par f(z) = e~ alors f(£) = e~

En effet, remarquons d’abord que f (0) = J’ e~ dz. 1l existe plusieurs fagons de

R
calculer cette intégrale. Par exemple en utilisant Fubini et en passant en coordonées polaires



15 min

6 PHILIPPE JAMING

£(0)? JR il da:f e dy = fmz e (@) qp dy

R
+o 27T 5
f J e ™" dbrdr
0 0
2

+o0 R
= f 2rre” " dr = [—e ™" ]arx =1.
0

Comme f(0) est intégrale d’une fonction positive , f(0) = 0 donc f(0) = 1.

Ensuite, on remarque que f vérifie 'équation differentielle f’ = —2wxf donc F[f'] =
—2rF[xf]. Comme f est C! avec f,zf, f' € L' on peut utiliser les proprités précédentes:
f' = —2inFlzf] alors que F[f'] = 2ixéf. Ainsi f vérifie l'équation differentielle (f) =
—27€ f qui est la méme équation que celle vérifié par la gaussienne. Ainsi (avec Cauchy-
Lipschitz) f = c¢f. En comparant les valeurs en 0, on obtient f = f.

En dimension supérieure, comme y(z) = e~mlel” = 1—[?:1 e~ ™5 ona (&) = 1—[;1:1 e =

e—mIEl?

Enfin, si A est une matrice symétrique définite positive et f(z) = e~ ™A4%%>  D’abord,
comme A est réelle symétrique, est est diagonalisable dans une base orthonormée, on peut
donc écrire A = PAP! avec A diagonal et P orthogonale. Ecrivons A = diag (A1, -5 Ad)-
Comme A est définie positive, les A; sont > 0 et on les écrit A\; = ;L?, i > 0. On pose
alors B = Pdiag (p1, ..., pta) Pt et on remarque que B! = B, B est inversible avec B! =
Pdiag (1/p1,...,1/uq)Pt et A = B? = B'B. Par suite {(Az,z) = (B'Bx,z) = |Bx|?
donc f(x) = v(Bz). Ainsi f € L'(R%) et f(z) = |det B~!|y(B~'z). Enfin (B~1)!B~! =
(B=1)2 = A=" donc | det B~'| = det(A4)~/2 et

|B~'2)? =(B7'a,B~'2) = {(B™")'B7'z,2) = (A7 'z, z)
En résumé, f(&) = det(A)’1/2677r<A_lz’x>.

2. FORMULE D’INVERSION ET TRANSFORMEE DE FOURIER SUR S(R?)

Nous allons maintenant montrer que la transformée de Fourier est (presque) inversible
et qu’elle est (presque) sa propre inverse.

Avant cela, commencons par une observation simple. Supposons que f, g € L'(R%), alors
f,9 € Co(R?) donc f§ et gf sont toutes deux intégrables. Comme

|| @ ayas = 171, lgls <+
Rd Rd

le théoreme de Fubini montre que

F(2)a(z) dz j F(@)g(y)e 2@ dy du
Rd Rd JRA

(2.1)

Remplacons maintenant g par M,g de sorte que § est remplacée par 7,§. On obtient

(2.2) (@) - w) dz = f a(0) f ()2 dy.
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Le membre de gauche est une convolution et c’est en effet f # g lorsque § est paire.
Prenons par exemple g(y) = e~™I” de sorte que g(z) = A—de=7l=/X* " Notons a(z) =
A=de=ml=/A - Alors (2.2) se lit

(2.3) fry(w) = J e*ﬂlx\yIZf(y)eQieru?y) dy.
Rd

Mais, comme v € S(R?), le théoréme d’approximation de 1'unité du chapitre précédent
nous dit que f # v, — f dans L'(R?). En particulier, si fi, fo € L'(R?) sont tels que
fi = fo alors fi # yx(w) = fo * a(w). En faisant A — 0 on en déduit que f; = fo. Ainsi,
la transformée de Fourier est injective sur L'.

Regardons maintenant le membre de gauche de (2.2). Remarquons que

67W\Ag\2f(y)62iﬁ<w’y> N f-(y)e%ﬁ(w,y> quand A — 0.

De plus, [e~F f(y)e2mn| = [l f(y)] < |f(y)], si f € LL(R?), on peut donc
utiliser le théoreme de convergence dominée et on obtient alors le théoreme suivant:

Théoréme 2.1 (Formule d’inversion de Fourier ). La transformée de Fourier est injective
LY(R?%) — Co(R?). De plus, si f € L*(R?) est tel que f € L'(R?), alors f € Co(R?) et, pour
tout x € R?,

@)= | fE©emerde.

Démonstration. Nous n’avons pas completement démontré la formule d’inversion puisque
nous n’avons pour ’instant montré sa validité au sens L'. Pour I’égalité ponctuelle, il faut
observer que le membre de droite est F[f](—z). Comme f € L!(R?), le lemme de Riemann-
Lebesgue implique que le membre de droite est dans in Cy. Maintenant f #vyy — f dans L',
il existe donc une suite \; pour laquelle f * 7, — f presque partout. Ainsi f = }"[f](—x)
presque partout 1.e. f est dans la classe d’une fonction Cy. Notre convention est que f est
précisément cette fonction continue. O

La formule d’inversion de Fourier montre que la transformée de Fourier est presque sa
propre inverse, cela explique en partie les propriétés tres symétriques de la Proposition 1.4.

Remarque 2.2. Si f = 1[_ 1y alors f = sinc2nt ¢ L'(R). Par suite J f({“)e%”éz d¢ ne
R

peut étre proprement définie. Nous verrons plus loin que

S ~ .
lim LR ™ dE — 11y 5)(x)

R,S—+w

dans L2. En fait,
R
I F(€)e? ™ dg — 1_
Jim [ f@eeas > 1@
est valable pour tout x sauf aux sauts x = +1. Il faut remarquer que dans cette formule
on a intégré sur un interval symétrique [—R, R].

Remarque 2.3. Il est important de savoir que la transformée de Fourier n’est pas une
bijection L' (R?) — Co(R?). Elle n’est pas surective puisqu’il existe des fonctions de Co(R?)
qui ne sont pas les transformées de Fourier de fonction de L'. Nous construirons plus loin
une fonction de Co(R) qui n’est la transformée de Fourier d’aucune fonction de L'(R).
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Supposons maintenant que f € S(R?). Pour tout a € N¢, z°f € S(R?) < L'(RY).
La Proposition 1.4 montre que f € C*(R%) et 9°f = (=2im)*I F[z*f]. De plus comme
z®f € S, pour tout f € N%, 98(z®f) e S < L'(RY). En utilisant encore la Proposition
1.4 on obtient que 220 f = (=2im)l*I-18 F[9P (2 £)]. Mais alors, le lemme de Riemann-
Lebesgue implique que F[0%(x® f)] est dans Cy. En particulier, c’est une fonction bornée.
Nous venons donc de montrer que f € C*(R%) et que, pour tous o, 3 € N&, 2P0 f est
bornée, c’est-a-dire f € S(R?).
Finalement, comme S(RY) < L'(RY), la formule d’inversion de Fourier s’applique &
f € S(RY) et donne f(z) = F[f](—x). En écrivant Zf(y) = f(—y) et en remarquant que
Zf € S(RY) et que F[f](—z) = F[Zf](z), on voit que tout f € S(R?) est la transformée de
Fourier d’'une fonction de la classe de Schwartz. Nous venons donc de montrer le résultat
suivant:

Théoréme 2.4. La transformée de Fourier est une bijection S(R?) — S(R?). Son inverse

est donnée par F~U[f](§) = F[f1(=£).

3. LA THEORIE L?

3.1. Parseval-Plancherel. Notre but est maintenant de définir la transformée de Fourier
sur d’autres espaces LP. Rappelons que, si f,g € S(R?) c L*(R%) alors

f(@)i(z) dz = j o) f(y) dy
Rd

Rd

Soit alors h € S(R?), de sorte que h € S(R?)et la formule d’inversion de Fourier se lit

h() = f hy)e> =@ dy = f h(y)e ™) dy = Flh(y)]

Remplacons donc g par h(y) € S(R?) dans la formule ci-dessus. On obtient

ff@:)ﬁdac: f@hy)dy,  f.heS®RY.
R4 R4

En particulier, en prenant h = f, on obtient | F[f][r2a) = [|fl|z2re) pour tout f €
S(R?). Comme S(R?) est dense dans L?(R%), on peut appliquer le principe d’extension
de Banach. II s’en suit que F se prolonge d’une application linéaire S(RY) — S(R?) en
une application linéaire continue L?(R?) — L?(R?). De plus l'application F~(f)(z) =
F(f)(—==z) se prolonge aussi d'une application linéaire S(R?) — S(R?) en une application
linéaire continue L?(R?) — L*(R%). Comme F~'[F[f]] = F[F'[f]] = f pour tout f €
S(R?), par densité de S(RY) dans L%(RY), cette identité est valable pour tout f € L%(R%).
En particulier, F est une bijection L?(RY) — L?(R%) et son inverse est 'application F 1

Finallement, comme 7,, M,,,dx, Ar sont toutes continuues sur L2(Rd), les identités de
la Proposition 1.4 sont encore valable dans L?(R?).

En résumé

Théoréme 3.1. La transformée de Fourier se prolonge en une application linéaire continue
L?(R?) — L2(R) et le prolongement est une bijection. Cette application est une isométrie
et vérifie
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— Ulidentité de Plancherel: pour tout f € L*(R9)
| P = | 17©P
R? R?
— Ulidentité de Parseval: pour tous f,g € L*(R?)
f@g@) s = | f(e)a@ de.
Rd R4

De plus, on a F[ra f] = Mo F[f], FIMyf] = 7o F[f], FIOrf] = A4F 610 f] et F[Ar f] =
| det T'|Ap-11: F[f] pour tout f € L?(R)

Notons que l'identié de convolution f/;\g = f g n’a (pour Uinstant) pas de sens lorsque
f,g € L?>(R%) puisqu’alors f # g € Co(RY) et que nous ne pouvons définir f/;\g dans ce cas.

Avant de continuer, la remarque suivante doit vous permettre d’éviter de dire des bétises
et de prendre conscience d’'une difficulté essentielle concernant la transformée de Fourier
dans L%(RY).

Remarque 3.2. Lorsque f € L?(R%) n L*(R%), le principe de prolongement de Banach nous
dit que la nouvelle définition coincide avec ’ancienne: pour preque tout £ € R?,

FIAQ) = | fa)e 9 ac

De plus, le membre de gauche est continu donc F[f] est continue (plus précisément, a un
représentant continu).

Par contre, il est important de comprendre que, si f € L?(R?) mais f ¢ L'(R?), sa
transformée de Fourier n’est pas définie par

FUNO = | flaje 2 de

puisque cette intégrale n’a pas de sens. Toutefois, si on prend R > 0 et qu’on pose
fr = flp,r) alors on voit facilement que fr € L*(R%) n L*(R?) et que fr — f dans
L?(R%). Par continuité de la transformée de Fourier, on a donc F[fr] — F[f] dans L2(R?).
Mais F[fr] est la transformée de Fourier d'une fonction de L! et est donc défini par une
intégrale. Explicitement, cet argument montre que

FLF1(§) = lim flw)e 29 de
et cette limite est au sens de L?(R?).

D’apres le cours sur les espaces L?, il existe donc une suite (R;) avec R; — 400 telle

que

FLA1E) = lim flw)e 2™ ¢

I2H+0 Jlz|<R;

presque partout. On peut prendre R; = j en dans L?(R) (en dimension 1, Carleson, d=1,
prix Abel). Le cas de la dimension supérieure est extrémement complexe (conjecture de
Bochner-Riesz qui reste ouverte, malgré les contributions de nombreux mathématiciens
dont 3 médaillés Fields: Feffermann, Bourgain, Tao).

Passons maintenant a un exemple fondamental en théorie du filtrage.
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T sur R par ef (t) = 1[p +oye” " et

e L'(R) n L?(R) leurs transformées de Fourier sont

Exemple 3.3. Pour a > 0 on définit les fonctions e
ex () = 1 01e?". Notons que et
donc données par

at

T —(ar2int)e 1
st —(a+2im
e = e dt =
«(©) JO a + 2im€
et
" tam2ing) !
— a—2im&)t
- dt =
o= e —
1
Définissons alors ¢t sur R par ¢f(z) = ———. Remarquons que c¢= € L? mais ces

at 2irx
fonctions ne sont pas dans L'. Ces fonctions ont donc une transformée de Fourier au sens
L? mais qui ne sont pas définies au sens L' i.e. par une intégrale. Toutefois ¢t = F[e¥]

(au sens L' donc encore au sens L?). Le théoréme d’inversion de Fourier nous dit donc que
FleX1(€) = F[F[ef1](€) = F[Flef]] (=€) = eX (=€) = ef(€). 1l s’agit d’'une identité

a a
L2, elle n’est donc valable que presque partout.
On peut remarquer que ef n’est pas continue, ainsi, d’apres Riemann-Lebesgue, ce n’est
pas la transformée de Fourier d’une fonction de L.
3.2. Fourier n’est pas surjectif L' — Cy. Nous pouvons maintenant utiliser ce qui
précede pour construire une fonction de Cy qui n’est pas la transformée de Fourier d’une
fonction de L'.

Soit f définie sur R par f(t) = Slg_fl(fl) Remarquons que f € L?(R) mais f ¢ L'(R). mais
seulement au sens d’une limite L2. Pour cela, nous allons utiliser 'identité suivante

1 4+
_ J e—(+Dz gy
1+ [t] 0

Du théoreme de Fubini on déduit alors que

R

t .

J Sgn( )e—2z7rt§ dt
_r 1+t

Rt ‘
J f sgn(t)e” 1IN qpe=2imte gy
-rJo

+ (R 4
J J sgn(t)e” (1@ e=2mte qp 4y
0o J-R

e R

(3.4)

f e’ f sgn(t)e”He=2E Gt dx
0 -R

Pour vérifier qu’on a le droit d’utiliser Fubini, on écrit | sgn(t)e (1+t)ze=2imte| = o= (1+[the <
e ¥ e LY([-R,R] x R, dtdx). Mais alors, si £ & 0, (ou si  # 0)

R
et(at—2irr§) dt +J e—t(r+2i7r§) dr
0

R , 0
J sgn(t)e~11ze=2ime qp — — J
-R

-R
ot (z—2img) 1° o—t(a+2ime) 11
N [—_25] ! [‘m}
1 4 ¢ Rla—2im&) | _ o~ R(z+2int) —diré e~ Rl@—2im&)  —R(x+2in¢)
c—2imt | s+oimt 2+ @ne)? | w—2int | aw+2int
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En insérant cela dans (3.4) on obtient

R ; v _
J' sgn(t) o~ 20mtE 4y — —4i7T§J 267 dr
0

_p 1+t + (27¢)?
+ /o—R(z—2imf) o~ R(z+2irE) .
+f0 < T —2in€ | a4 2int )e do.
Mais, si x > 0
e—R(z—2im€)  ,—R(+2ir¢)
r—2rE oz +2iné

quant R — 400 alors que, si & £ 0,
‘ (eR($2iF€) eR(a:+2i7r§)> .

x — 2mé T + mé

efo eme
— + - e’
|z — 2img|  |x + 2inwg|
e*ZIJ
< — e L'(R).
S
En appliquant le théoreme de convergence dominée,* on obtient pour £ £ 0
J-‘rl efR(mf2i7r§) efR(aJ+2iﬂ'£)
T — 2imé T + 2im€

)ewdx—ﬂ)
0

quand R — +o00. Ainsi
R +o
lim f SeN(t) —zinte gy _ gine f .
R—+w —R 1 + |t| 0 332 + (271'5)2

Mais, la limite L? de cette intégrale (vue comme fonction de &) est la transformée de Fourier
de f. Il en résulte que, pour presque tout &,

R . +x e % - +90 672‘”'6‘“

avec le changement de variable z = 27|€|u.
Observons que cette fonction est continue sauf en 0 ou elle a un saut et converge vers

—x

—27|€&|u
0 en linfini. Cela résulte du théoréme de Lebesgue: écrivons F(&,u) = % et notons
que Y
F 6_271—‘5'“ 1 Ll R-‘r
_ o S (=] ’
FEul = S| < 1oy € @)
+c
— pour u fixé, £ — F(&,u) est continue donc £ — F(&,u) du est continue sur R. En
+oC +o0 T 0
particular F(0,u)du = f ——du=
0 o l4+u 2
+xC
— Pour u > 0, F(§,u) - 0 quand £ — +o00. Ainsi f F(& u)du — 0.
0

e~ R(z—2imf)  —R(z+2in&) -3
r—2imE T+2iTE

+% e~ _—Rx —
0 e dz =

*On peut aussi vérifier plus directement que

+o0 [ e~ R(z—2img) e~ R(z+2img)
SO z—2imE - z+2imE

—x
< eﬂ—{e_Rz donc que

— 0.

— 1
Jemedx| < TEATR)
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+c
Ainsi f(§) = —2isgn(§) F(&,u) du ales propriétés annoncées avec f(01) = —f(07) =
0
—T.
Notons aussi que limg_, 1 o S?R f(t)dt = 0 puisque f est impaire.
Il ne reste plus qu’a corriger cette discontinuité de saut a l'aide de I’exemple précédent.

Soit g = f —im(c] —¢;) = % - H‘é%t)g. Notons que g(t) ~ 3sgn(t)/t en oo donc

g € L2(R) mais n’est pas dans L'(R). Par linérité § = f — ime] + ime]. Les fonctions
f,ef,el_ sont toutes 3 continues sauf en 0 ou elles ont un saut. Comme f(Oi) = *im,
et (0F) = 0, ef(0%) = 1, g a été choisi pour que les sauts se compensent donc g est
continue.

3.3. Fourier sur LP. Cette section est hors programme de I'agrégation. La curiosité peut
vous pousser & vous demander si la transformée de Fourier est continue LP(R?) — L4(R?).
Nous avons vu que c’était le cas pour p = 1 et ¢ = +00 et pour p = ¢ = 2. Tout
d’abord, supposons que ce soit le cas, ainsi, il existerait une constante C > 0 telle que
171, < Clfl,- T suffit alors de prendre f = y(Azx) = e=™12” avec A > 0 de sorte que

2 2 . _ _ N
FLf] =X~ ™2 puis de remarquer que | f], = A=¥P[y], et [ f], = A7y, (on

v est la gaussienne y(z) = e*”’“’z). Ainsi |F[f][, < C|f], implique

Iy
)\fd+d/q||7||q < C)Fd/pllwllp pour tout A > 0.

Comme ||, [v[, # 0, on fait tendre A vers 0 et vers +o0 et on voit qu'une telle inégalité
1 1

n’est possible que si —d +d/q = —d/p, c’est-a-dire si — + — = 1. On remarque que les deux
P q

cas particulier ci-dessus correspondent a p =1 et p = 2.

Un résultat fin sur les espaces LP (théoréme d’interpolation) permet de montrer que la
transformation de Fourier est aussi continue pour les p compris entre 1 et 2. Par ailleurs,
un résultat de probabilités (inégalités de Kintchine) permet de montrer que pour p > 2, la
transformée de Fourier n’est pas continue sur LP.

Une version un peu plus directe mais techniquement difficile (Beckner, 1975) permet de
montrer le résultat suivant

Théoreme 3.4 (Hausdorfl-Young-Beckner). La transformée de Fourier se prolonge en un

1
opérateur continu de LP(R?) — LI(RY) si et seulement si1 <p <2 et —+ ~ = 1. Dans
p q

Y
ce cas, pour tout f € LP(RY), |F[f]], < ||||qllfll,,-
Tlp
Démonstration dans un cas particulier. Une astuce permet de démontrer partiellement ce
2k
résultat lorsque ¢ = 2k est un entier pair, et donc p = T

On observe d’abord que, si f € S alors |f|l, = (H(f)kﬂg) = (IFLf = f"l]j]”2)1/k

k fois
avec le théoreme de convolution. Comme on a une norme L?, on peut utiliser Plancherel:
[fllg=(lf*f---= sz)l/k. Enfin, on utilise I'inégalité de Young (itérée) pour les convolu-
k
. . 1 1 .
tions [ fy# fou - full < Mfuly, [ f2llp, - Uflp, stk =1+~ = > 5, L tous les f; = f
i=14"
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2k
2k —1

. ; k\1/k
Au final on a bien || flg < (If1,) " = | f],- 0

1k
donc on prend tous les p; égaux a p et r = 2 donc k — 5= qui donne bien p =
p

4. UNE APPLICATION: RESOLUTION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR

L’objectif de cette section est de montrer comment 1’analyse de Fourier peut permettre
de résoudre certaines équations aux dérivées partielles. En guise d’exemple, nous nous
concentrerons sur ’équation de la chaleur:

Oru(z,t) = Ag(z,t)
() R

o Agu(w,t) = (02, + -+ + 02 )u(z,t). L’inconnue est une fonction u sur R? x (0, 400)
ou la variable ¢ représente le temps tandis que la variable x est une variable d’espace. 11
convient d’interpréter u(z,0) = uo(x) au sens d’une limite u(z,0) — up(x) quand t — 0 et
ce sens sera rendu plus précis plus loin.

Nous allons temporairement nous affranchir de la rigueur mathématique et calculer
une transformée de Fourier par rapport & la variable d’espace: pour ¢ € R¢, écrivons

(g, t) = J.Rd u(z, t)e 2O dy,

Ainsi (du moins si u est une fonction raisonnable), on a

(4.5) oru(g,t) = (%f w(x, t)e 2O dz = dpu(x, t)e 2O dg,
R R

A ce stade, nous ne justifions pas le fait que la dérivées puisse étre rentrée sous le signe
integral. De plus, au moins dans les cas favorables, on peut intégrer par parties et obtenir

Op,u(x, t)e 2™ 4y = — J

u(x, t)ag[;je*%r@”’€> do = 2in§; f u(x, t)e*2i7f<w,£> dx
R4

Rd Rd

(en supposant ici que u s’annule & l'infini). En répétant cela
f é’fciu(x,t)e*%r@”’€> dz = —47r2§]2-J u(z, t)e 2O dy
R4 Rd
et en sommant, on obtient
Agu(z, t)e™ 2™ dp = —4x?|¢]2a(é, t).
R4
En tenant compte de (4.5), cela nous permet de ré-écrire (E) sous la forme
{atﬁ(gvt) _47T2|£|2ﬁ(§7t) .

Remarquons maintenant que, pour ¢ fixé, ceci est une équation différentielle ordinaire qu’il
est facile de résoudre. Elle admet pour unique solution

(g, t) = e Kl ().

En se rappelant que e~ 771" est sa propre transformée de Fourier, un calcul simple montre
que, si py(z) = (4mt)~¥2e 12/ alors p(€) = e 47 EFt 11 en résulte que a(¢,t) =

20 min
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pe(&)ho(§) = Flpr # uo](€) avec le théoreme de convolution. Il suffit alors d’inverser la
transformée de Fourier pour obtenir

(4.6) u(z,t) = pg = up(z) = JRd uo(y)pe(z — y) da.

Insistons sur le fait, qu’a ce stade, nous n’avons pas montré (rigoureusement) que (4.6)
est une solution de I’équation de la chaleur. En effet, nous n’avons justifié aucun des calculs
effectués (différentiation d’inégrales, intégration par parties, inversion de Fourier...). Pour
cela, il nous faudrait une fonction ug assez réguliere et décroissante & l'infini. Au lieu de
cela, nous allons donc directement montrer que (4.6) est une solution de 1’équation de la
chaleur c’est-a-dire:

— justifier que c’est bien une solution de d;u = A, u. Pour cela, on vérifie facilement
que p(t,x) = pi(x — yo) vérifie 'équation de la chaleur. Ensuite on vérifie que u(z,t) =
Pt * ug en montrant qu’on peut intervertir les opérations de dérivation qui apparaissent
dans I’équation de la chaleur peuvent étre intervertis avec l'intégrale (4.6). Pour cela, on
utilise le théoréeme de différentiation de Lebesgue et le fait que, pour ¢ty < t < 1, et tout
a € N4+ il existe une constante C' = C(a, tg,t1) telle que |8%p(t, x)| < Ce~l=I/C (ici 0%
est n’importe quel opérateur de dérivation partiel par rapport aux variables de temps et
d’espace).

— On sait alors que dzu = A,u, et on remarque que p; est une approximation de I'unité
de sorte que, si ug € LP avec 1 < p < o0, alors p;y * ug — ug dans LP.

Cette méthode ne permet pas de montrer que toutes les solutions sont de cette forme a
moins d’'imposer & u des conditions qui imposent que les calculs de transformée de Fourier
soient valables.

Une alternative sous une hypothése raisonnable est la suivante. Pour simplifier un peu,
supposons d = 1 et, a t > 0 fixé, u(t,z) —» 0 quand x — +00 et d,u(¢, x) borné.

Soient alors ui,us deux solutions de I’équation de la chaleur vérifiant ces hypotheses et
v = uy —ug. Ainsi d,v = 020 avec, pour t > 0 fixé v(t, z)0,v(t,x) — 0. On voit aussi que
Rv et Im v vérifient les mémes hypotheses, on suppose donc que v est a valeurs réelles. On
remarque alors que %0151)2 = vdyv = vd2v donc

0 = fR %@v(t, z)? —v(t,2)0%0(t, z) dw
_ f %&gv(t, 2)? + [0u(t, ©)]? de — [v(t, 2)820(t, 2)] %
R

- f Low(t, 2)* + [ov(t, 2)) de.
R 2

Ainsi, en supposant de plus que, pour t fixé, v, 0;v € L?(R) (énergie finie), on peut appliquer
le théoreme de différentiattion

6tj v(t,z)?dz = J du(t,x)*dz < 0.
R R

to
fv(to,:r)2dx = vax d:c+J (%lf (t,z)? dz dt
R R

u( dx = 0.

Mais alors

/N
=
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d'ott {5 v(to,z)?dz =0 et v =0.

Pour avoir des hypothéses moins restrictives, nous allons introduire la théorie des distri-
butions qui nous permettra de calculer des transformées de Fourier en un sens tres faible.
Cela nous montrera que toute solution (“au sens des distributions”) est de la forme (4.6)
et qu’ainsi, nous avons bien résolu ’équation de la chaleur.
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