ANALYSE: CONVERGENCE ET DUALITE

PHILIPPE JAMING

Rappels de topologie des espaces de Banach
Temps de travail estimé: 2h30 a 3h.

Le but de ce premier chapitre est de rappeler les notions de base de topologie dans les
espaces de Banach et de les illustrer par des exemples.

1. ESPACES DE BANACH

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C.

e Une norme sur E est une application |.| de £ dans les réels positifs R* qui vérifie
les propriétés suivantes: pour Ae Ket z,y e E
(1) 0] =0, || = 0 et |z| = 0 implique = = 0;
(2) [Az] = Al]l;
B3) [z +yl <] + [yl
On dira alors que (FE, ||.|) est espace vectoriel normé.
e Une suite (e,) dans E converge vers e € E si |le, — e|| = 0, c’est-a-dire si:
pour tout € > 0 il existe N (dependant de ) tel que, pour tout n = N,
len —e| <e.
Dans ce cas, on écrira e = lime,,.
¢ Une suite (e,) de E est une suite de Cauchy si

pour tout € > 0 il existe N (dependant de €) tel que, pour tous m,n = N,
len — em| <e.

Remarque 1.2. 11 est facile de voir qu'une suite convergente est toujours de Cauchy, la
réciproque n’est pas toujours vraie (pour les espaces de dimension infinie). Un espace
vectoriel normé dans lequel toute suite de Cauchy converge est dit complet et est encore
appelé espace de Banach.

Exemple 1.3. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie, (e;)r=1,.. 4 une base de
d

E. Alors tout e € E s’écrit de fagon unique e = 2 xrek. Ceci nous permet de définir
k=1
Hwa = SUPg=1,...,d |2k |-
Il est facile de voir que ceci définit une norme sur E. Notez que cette norme dépend de
la base choisie.
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2 PHILIPPE JAMING

De plus, si (f,) est une suite dans E, on peut écrire chaque f, sous la forme f, =
d

Z 2" e;,. On montre alors aisément que f,, converge (resp. est de Cauchy) si et seulement

k=1
si chaque (a:%k)) converge (resp. est de Cauchy).

Supposons maintenant que (f,,) soit de Cauchy. Alors, pour chaque k € {1,...,d}. (x%k) )
est une suite de R et dans R (par définition ou construction de R) les suites de Cauchy
convergent. Ainsi (f,) converge dans E.

Avertissement au lecteur
Tout au long de ces notes, vous trouverez des affirmations telles que “il
est facile de montrer que”. Il s’agit d’exercice que le lecteur s’efforcera de
systématiquement résoudre avec efficacité. Le fait de ne pas y arriver est un
indicateur de lacunes héritées de vos études passées et doivent étre comblées
des la premiere lecture de ce document.

Remarque 1.4. 1l est facile de voir que toute suite convergente est de Cauchy. La réciproque
peut étre fausse (dans un espace vectoriel de dimension infinie). Le choix de la bonne norme
s’avere ici cruciale pour cette réciproque.

Définition 1.5. Soit F un espace vectoriel et ||, ||.|| deux normes sur E. On dira que ces
normes sont équivalentes si, pour tout e € F,

1
Slel < < Cllell.
clel < llell < Cllel

Ceci définit une relation d’équivalence sur les normes, i.e. si ||.|; est équivalent a ||.|2
qui elle est équivalente & |.|s, alors ||.|; est équivalente & |.|5.
Le lemme suivant est facile & démontrer:

Lemme 1.6. Soit E un espace vectoriel et |.|, ||.|| deuz normes équivalentes sur E. Alors
toute suite de Cauchy (resp. suite convergente) pour l'une des normes est aussi une suite
de Cauchy (resp. une suite convergente) pour l'autre norme.

Un fait plus subitle est le suivant

Théoréme 1.7. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors deux normes sur E
sont équivalentes.

La démonstration complete sera (re?-)donnée dans le chapitre sur la compacité du
deuxieéme semestre. Rappelons qu'un ensemble A < E est (séquentiellement) compact
si, de toute suite (a,), C A on peut extraire une sous-suite (a,, )r qui converge dans A
(i.e. qui converge et dont la limite est dans A). Un ensemble compact est fermé et borné,
mais la réciproque est fausse (en dimension infinie). On vérifie aisément qu’une partie
fermée d’un compact est encore compacte. En utilisant le principe de dichotomie, il est
facile de voir qu’'un intervalle fermé borné de R est compact. Partant de la, il est aussi
facile de voir que, si E est une espace vectoriel de dimension finie, muni d’une base et de
la norme | .|, associée, alors la boule unité de F est compacte et par suite, la shére unité
également. Fnfin, on montre qu’une fonction continue sur un compact est bornée et que,
si elle est & valeurs réelles, elle atteint son maximum et son minimum.
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FEsquisse de démonstration. On commence par fixer une base (e;) de E, il suffira alors de
- définie ci-dessus.

montrer que toute norme sur E est équivalente la norme ||.
Dans un sens, c’est facile: pour e = > zxer € E on a

lel = | Y zer| < Ylanllen) < (X lenl) max ol = (] lexl) el

La réciproque est plus subtile et basée sur les faits suivants:

e l'inégalité précedente implique que e — ||e| est continue F, |.| vers R;
e la sphere unité de E,|.|», Sg = {e € E : |le|s» = 1} est compacte;
e une fonction continue sur un compact atteint son minimum;
e il existe donc en un point ey € Sk tel que i.e. pour tout e avec |e],, =1, |e| =
leoll # O (car eg # 0 puisque ey € Sg);
X

e on termine en utilisant que si x € F\{0} alors = € Sk et par homogénéité de la

norme, on en déduit que |z| = |eol[|z|.,
U

Définition 1.8. Soit (E, |.|) un espace vectoriel normé. On dit que E est complet ou un
espace de Banach si toute suite de Cauchy dans E converge.

Remarque 1.9. Ceci est une propriété clé de 'analyse puisqu’elle permet de définir un objet
comme étant une limite alors que la définition d’une limite requiére d’avoir une idée de sa
valeur.

Théoreme 1.10. Tout espace vectoriel de dimension finie est complet.

Démonstration. Nous avons déja vu cela pour F, ||, (avec une base fixée). Le cas général
résulte du fait que toutes les normes sont équivalentes. O

2. RAPPEL SUR LES ESPACES DE HILBERT

Un cas particulier d’espace de Banach qui est central est celui des espaces de Hilbert.
Rappelons qu'un espace de Hilbert H sur R est un R-espace vectoriel muni d’un produit
scalaire, ¢’est-a-dire d’une application {(-,-) : H x H — R telle que
(1) symétrie: pour tous z,y € H, {x,y) = {y, ),
(2) bi-linéarité: pour tout y € H, x — {(x,y) est linéaire et donc, par symétrie, z —
{y, z) est également linéaire
(3) la forme quadratique associée est définie positive: pour tout x € H, {x,z) > 0 et
{x,zy =0 si et seulement si z = 0.

Un espace de Hilbert H sur C est un C-espace vectoriel muni d’un produit scalaire,
c’est-a-dire d’une application {-,-) : H x H — C telle que

(1) anti-symétrie: pour tous z,y € H, {z,y) = {y,x),

(2) sesqui-linéarité: pour tout y € H, © — {x,y) est linéaire et donc, par antisymétrie,
x — {y,x) est anti-linéaire

(3) la forme quadratique associée est définie positive: pour tout x € H, {x,z) = 0 et
{x,zy =0 si et seulement si z = 0.

Il en résulte que x — +/{x, z) est une norme sur H. Enfin, un espace de Hilbert est par
définition complet. Deux propriétés clés sont
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4 PHILIPPE JAMING

— I'inégalité de Cauchy-Schwarz: pour tous z,y € H, [{x,y)| < ||z| |y| et I'égalité a lieu
si et seulement si x et y son colinéaires;

- lidentité du parallélogramme: |z + y|* + ||z — y|* = 2(|z]* + |v[?).

Notons que cette derniere charactérise les espaces de Hilbert. En effet, on peut péniblement
vérifier que, si une norme vérifie 'identité du parallélogramme, alors I'application suivante

(z,y) = i(Hx + y||2 =z - sz) si H est un R-e.v.
/ %Zizo Zik”x + iky”2 si H est un C-e.v.

définit un produit scalaire et |z|* = (z,z). Le lecteur vérifiera aisément que ces identités
sont bien valables si la norme provient d’un produit scalaire.
L’exemple clé est le suivant:

n=1

o
Lemme 2.1. L’espace (* = {x = (Zp)nz1 < C : Z |zn 2 < +oo} muni du produit scalaire

{x,yy =D x,Tn est un espace de Hilbert.
Démonstration. Il y a plusieurs choses a vérifier. En premier lieu que c’est bien un espace
o0
vectoriel: si z,y € (2 et \, u € C alors [Azy, + pyn|? < 2|\ |2n)? +2|1|?|yn|* done Z | Az, +
n=1
1yn|? < +o0.
Ensuite, il faut vérifier que le produit scalaire est bien définie. Soient donc z,y € £? et
N > 1 un entier. On utilise Cauchy-Schwarz dans CV pour vérifier que

N N 12 , N 1/2
PETTIRS (Z kalz) (Z kal2> < lzllyl
k=1 k=1 k=1

ainsi la série 3,7 | 2,7, est (absolument) convergente. Il est alors évident que {z,y) définit
bien un produit scalaire. Reste donc a voir la complétude.

Soit donc z(*) une suite de Cauchy dans £2. Chaque z*) est une suite que nous noterons
) = (a:%k)) Fixons d’abord ny > 1 et remquons que

|$$L — q)| < (Z |(P) — zla )2 = Hx(z)) _x(q)H.

Ainsi (:r,(j?) & est une suite de Cauchy dans C. Comme C est complet, cette suite converge,
et on note x,, sa limite. Ceci nous permet donc de définir une suite z = (z,,) complexe.

Mais, une suite de Cauchy est bornée, il existe donc C' > 0 tel que, pour tout k,
||a:(k) H < C. En particulier, si on fixe un entier NV,

N 0
2 P < ] PP
n=1 n=1

N
et, en faisant tendre kK — +00, on en déduit que Z |z,|? < C%. Comme N est arbitraire,

n=1

Z |2n]? < C? d.e. x €% avec |z < C
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Enfin, soit € > 0, il existe donc K tel que, si p,q = K, ||m(p) — 2@ H <e A nouveau,
prenons N un entier et observons que ceci implique

N
3 o) - afi < &
n=1
qui implique, en faisant tendre ¢ vers I'infini, que
N
Z 2P — z,|? < &2
n=1

Enfin, N étant arbitraire, on en déduit que, pour tout p > K, Hx(”) — a:” < € i.e on a bien
2P — g dans (2. O

La propriété centrale des espaces de Hilbert est le résultat suivant:

Théoréme 2.2 (Théoréme de projection). Soit H un espace de Hilbert et C' une partie
non-vide, convexe et fermé de H. Pour tout x € H, il existe un unique point de C, noté
Pc(z), tel que |z — Po(x)| = dist(z, C) := infyec |z — y

Lorsque C = M est un un sous-espace fermé de H, la projection Py sur M, définie
comme ci-dessus, est linéaire, continue de norme 1. De plus, pour tout x € H, Pp(x) est
Vunique élément de M tel que, pour tout y € M, {x — Pp;(x),yy = 0. De plus, Id — P, est
la projection sur

M+ :={zxeH :{x,y)=0Vye M}.

Enfin, les espaces de Hilbert (séparables) ont une propriété qui permet dans certain cas
de reproduire des raisonnements analogues a ceux de I'algebre linéaire:

Définition 2.3. Une base orthonormée d’un espace de Hilbert H est une suite (eg)g>1
telle que
(i) pour tous j,k =1 avec j % k, {ej,ex) = 0;
(ii) pour tout k =1, |lex]| =1
(iii) D’espace vectoriel engendré par les (ex)r=1 est dense (on dit que la suite est totale).

On montre alors que si (eg)r>1 est une base orthonormée de H, alors

9o
— pour tout z € H, |z|* = Z |(z, ex)|* (qui est finie),

k=1
a0
~ pour tous z,y € H, (z,4) = 3 (&, exgre,
L k=t
— tout x € H s’écrit « = Z {x, ex ey, (et cette série converge dans H).
k=1

Enfin, si M est un sous-espace vectoriel fermé de H et (ex)xer est une base orthonormée

de M alors
Py () = Z {x, epyeg.
kel
L’existence de bases orthonormées est garantie par le procédé d’orthonormalisation de
Gramm-Schmidt, a condition que I'espace de Hilbert soit séparable, c’est-a-dire qu’il existe
une suite (zx) totale. On peut la supposer libre (si elle ne ’est pas, on se retrouve & diviser
par 0 dans le processus ci-dessous, il suffirait alors de sauter I’étape en question).
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La premiere étape consiste a poser e; = Ensuite, une fois qu’on a construit

T

e ]
€1,...,en o0 pose E, = Vect(er,...,en) €t Yynt1 = Tny1 — Pr, (Tn41). Ce vecteur est
alors orthogonal & ey, ..., e, puisque c’est la projection orthogonale de z,,,; sur E+. Par
ailleurs, il sera non-nul si x1,...,T,,T,.1 est libre. Enfin, on pose e, 1 = ”Z”ﬁ et
on obtient ainsi une suite orthonormée. Cette construction montre que, pour tout n,
Vect(es,...,e,) = Vect(z,...,x,), ce qui montre que la suite ainsi construite est encore

totale.

3. UN EXEMPLE: L'ESPACE DES FONCTIONS CONTINUES

Théoréme 3.1. Soit E = C([0,1]) = {f[0,1] = C : f est continue sur [0,1]}. Munissons
E de la norme

I, = sup [f(2)]-

z€[0,1]

Alors E est un espace de Banach.

Remarque 3.2. Les fonctions continues sur [0, 1] sont bornées donc | f|,, est bien défini et
il est facile de voir que ceci est bien une norme.

Rappelons que dans F, il y a deux modes de convergences:

— la convergence simple: on dit qu’une suite (f,) de fonctions [0,1] — K converge
simplement vers une fonction f : [0,1] — K si, pour tout z € [0, 1], fn(x) — f(x). Ceci se
lit aussi:

pour tout z € [0, 1], pour tout € > 0, il existe N (dépendant de x et de ¢) tel que,
pour tout n = N, |fn(z) — f(x)] <e.
— La convergence uniforme: on dit qu'une suite (f,) de fonctions [0,1] — K converge
uniformément vers une fonction f : [0,1] = Ksi, || fr— f[o 1= supgefo7 [ fo (@)= f(2)| — 0.
Ceci se lit aussi:

pour tout € > 0, il existe N (ne dépendant que de ¢) tel que, pour tout n = N,
pour tout z € [0,1], |fn(z) — f(2)| <e.

Rappelons ce résultat clé de ’analyse de licence:

Lemme 3.3. Il existe une suite (f,) dans C([0,1]) qui converge simplement vers une
fonction f qui n’est pas continue.

Soit (fn) est une suite de C([0,1]) et f une fonction [0,1] — C. Si (f,) converge
uniformément vers f, alors f est continue.

Remarque 3.4. Lorsqu’on dit f, — f dans C([0, 1]) on entend (f,) converge uniformément
vers f. Pour montrer une convergence uniforme, on cherche une suite a,, (ne dépendant pas
de z) telle que a,, — 0 et, pour tout z € [0,1], | fn(z) — f(x)| < a,. On peut bien entendu
prendre a, = SUpgefo 1] |fn(x) — f(z)], mais ce n’est pas nécessaire puisque 'obtention de
ce sup peut étre délicat. Par exemple, en utilisant I’estimation du reste dans le critere des
séries alternées, montrer que

i (_;)kxk — —1In(1 +x)
k=1

uniformément sur [0, 1].
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Notez que votre cours sur les séries entieres vous montre que le rayon de convergence
s8]
(1)

k
k=1
pour tout a < 1. Ce n’est pas la méme chose que la convergence uniforme sur [0, 1].

de la série entiere

z¥ est 1. Ainsi, cette série converge uniformément sur [0,a],

Démonstration. Pour la convergence simple, définissons f,(z) = z™ alors f, converge

. . i 0 siz<1l . | .

simplement vers la fonction f définie par f(z) = L s ) qui n’est pas continue en 1.
siz=

Supposons maintenant que (f,) converge uniformément vers f. Fixons xg € [0, 1] et
e > 0. Alors il existe n tel que, pour tout = € [0,1], |fn(z) — f(z)] < e. Comme f, est
continuue en x, il existe un voisinnage V' de x¢ tel que, pour tout z € V, | fn(2) — fu(x0)| <
€. Mais alors, pour ces z,

[f (@) = f(zo)| < |f(@) = fu(@)] + [fl@) = ful@o)] + [fnlwo) = fl2o)] < 3¢

qui montre la continuité de f en xzg. O
Nous pouvons maintenant conclure:

Démonstration du théoréme. Soit (f,) une suite de Cauchy: pour tout € > 0 il existe N
tel que, si m,n = N et x € [0,1] alors |fn(x) — fm(2)] <e.

Fixons z € [0, 1] et remarquons que ( fn(x))n est de Cauchy dans C, qui est complet.
Par suite, ( fn(x))n a une limite que nous allons noter f(x). Ceci defini une fonction
f10,1] — C qui est la limite simple de (fy,). Il reste donc & montrer que f est aussi limite
uniforme i.e. ||fn — f], — 0. Une fois ceci fait, le lemme précédent montre que f est
continue.

Pour cela, on fixe € > 0, on prend N tel que si n = N et z € [0, 1], alors pour tout
m = N, |fo(x) — fim(x)] < e. Mais, pour x et n > N fixés, on fait m — +oo donc
|fn(x) — f(z)| < e. Ainsi, pour n = N, | fn — fl,, := supyepo,17 |f ()] < € qui est bien ce
qu’on voulait montrer. O

La premiere étape de la démonstration précédente consiste a montrer que la convergence
uniforme implique la convergence simple. La réciproque est fausse, méme si la limite est
continue. Pour cela, on peut définir f, de la fagon suivante:

nT siOﬁx&%

_ 1 2

fo(@)=492—nz sis<z<2
0 sinon

qui converge simplement vers 0, mais pas uniformément puisque sup,eo 17 [fn(z) — 0] = 1.
Notez qu’on peut munir C([0, 1]), d’une autre norme, par exemple

ol = f ()] e

Notons que f, — f pour cette norme ainsi |-, n’est pas equivalente a |-

-~ Notons aussi
0 siz<l1
que si f, = 2", ona f, — f(z) = ) S% “ N Comme f n’est pas continue, C([0,1])
six =

muni de la norme |-|; n’est pas complet.
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Remarque 3.5. Tout ce qui a été dit dans cette section est valable pour C(K), 'ensemble
des fonctions continues sur un compact K.

4. UN SECOND EXEMPLE: APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES

Dans cette section, E, F' sont des espaces de Banach.
Rappelons le résultat fondamental suivant:

Théoréme 4.1. Soit T : E — F une application linéaire. On a équivalence entre:

(1) T est continue sur E;

(2) T est continue en 0;

(3) T est borné sur la boule unité de E: il existe C tel que, pour tout x € E avec
ol <1, |Ta] < C.

(4) il existe K > 0 tel que, pour tout x € E, |Tx| < K|z|.

Esquisse de démonstration. L’équivalence de (1) et (2) provient de T'(z) — T'(xo) = T(x —
xo) = T(x — x9) — T(0).

(4) implique évidemment (3) avec C = K. Pour la réciproque, si x % 0, alors ﬁ est de
< C dou (4) avec K =C.
Finallement (4) implique clairement (2). Réciproquement, si on a (2), en prenant € = 1

dans la définition de la continuité de T en 0, il existe n > 0 tel que, si |z| <7, |Tz| <
Par suite, si |z| < 1, alors ||nz| < n donc

norme 1 donc |ﬁv|” = HT

1 1
ITz) = =T ()| < ~
n n
ce qui termine la démonstration. (I

Lemme 4.2. Si E est de dimension finie, alors toute application linéaire E — F est
continue.

Esquisse de démonstration. En prenant la norme ||-| . sur E et en écrivant x = ] z;e; on
a Tz =Y x;Te; donc

[Ta) < Y feallTe:| < (X 1Tl ) L.

En utilisant I’équivalence des normes sur F, on conclue facilement que 7" est continue quel
que soit la norme choisie. O

Pour une application linéaire continue (bornée) T : E — F, on défnit

| Tz

ITl="suwp |Tz|p= suwp |Tz|p= sup
z€E,||z| <1 z€E,||z| =1 zeE,x+0 ”‘T”E

Il est facile de voir que les trois quantité ainsi définies sont bien égales et qu’elles définissent
une norme sur B(E, F') := {T : E — F linéaire et continue}. Une telle norme sur B(E, F)
est dite subordonée.

Théoréme 4.3. L’espace B(E, F) munie de cette norme est une espace de Banach.
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Esquisse de démonstration. La démonstration est presque la méme que pour la complétude
de C([0,1]). Soit T}, une suite de Cauchy dans B(E, F).

Etape 1: observons que pour x € F, T,(z) est une suite de Cauchy dans F qui est
complet. On peut donc définir T'(x) = lim T,, (z).

Etape 2: il est facile de voir que T est une application linéaire.

Etape 3: T}, est de Cauchy donc une suite bornée i.e. il existe C' > 0 tel que |T},| < C.
En d’autres termes, pour z € E avec |z| < 1, |Tn(z)| < C.

Comme la norme est une fonction continue £ — R (exercice), |1, (z)| — |T'(z)| donc
pour z € E avec |z| < 1, |T(z)| < C et T est bornée i.e. continue.

Etape 4: |T,, — T| — 0 cest-a-dire T,, — T dans B(E, F). O

Un cas particulier important est 'espace dual de E:

Définition 4.4. Soit E un espace de Banach sur K = R ou C. Le dual de E est I'espace
de Banach E' = B(FE,K).
Si (E')" = F on dit que E est un espace reflexif.

Si E est une espace de Hilbert, il est réflexif:

Théoreme 4.5 (Riesz). Soit H un espace de Hilbert sur K alors H' s’identifie ¢ H de le
sens que, pour tout élément € € H' il existe un unique a € H tel que {(x) = {x,a) ot {.,.)
est le produit scalaire de H.

Notons que Cauchy-Schwarz implique que = — {(x,a) est effectivement borné sur H.
D’autres exemples d’espaces réflexifs seront donnés dans ce cours.
La dualité nous permet de définir une nouvelle convergence.

Définition 4.6. Soit E un espace de Banach et E’ son dual. Une suite (z,) de E converge
faiblement vers x € E si, pour tout £ € E', £(x,) — £(z). On écrit w — limx,, = x ou
Ty — .

Le terme convergence “faible” est justifiée par le fait que la convergence implique la
convergence faible. En effet, £ étant continue, si x,, — x alors £(z,) — ¢(x).

Il se trouve que si E est de dimension finie, la réciproque est également vraie. Pour voir
cela, fixons une base (e)r=1,..4 de E de sorte que chaque z € E s’écrit de facon unique
x = Y xgeg. On définit Papplication I : E — K par lx(z) = . L’'unicité des xj, implique
que chaque I, est linéaire. Come E est de dimension finie, les [} sont continues, i.e. I € E'.
Mais alors, si (z(™)) converge faiblement vers z, pour k = 1,...,d, li(z(™) =, l(z) et
alors

d d
(" = Z lk(a:(”))ek o Z lg(x)e, = x.
k=1 k=1

En dimension infinie, la situation est différente, méme si E est un espace de Hilbert
séparable. En effet, un tel espace a une base orthonormale (e,,). Une telle suite ne converge
pas (et n’a méme pas de sous-suite convergente) puisque, pour m £ n

len — em”2 = ”6”“2 + ”em”2 + 2Ren, em) = 2.

D’autre part, si £ € H' alors d’apreés Riesz, il existe a € H tel que ¢(x) = {z,a). Mais alors

D en)l? = Y Ken @ = Jal*.

nz=0 nz=0
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En particulier, cette serie converge donc son terme général tend vers 0: |¢(e,,)|*> — 0 donc
£(en) — 0. Comme £ est arbitraire, on vient de montrer que w — lime,, = 0.

La notion de convergence faible est essentielle en dimension infinie. Une des raisons
a cela est qu’un ensemble fermé borné n’est pas forcément compact, mais, sous certaines
conditions, une suite bornée aura une sous-suite faiblement convergente.

5. COMPLEMENTS UTILES SUR LA CONVERGENCE

5.1. Convergence au sens de Cesaro.

Définition 5.1. Soit F un espace de Banach, x € F et (z,),>0 une suite dans E. On dit
que (z,,) Cesaro-converges vers x si la moyenne de ses n + 1 premiers termes converge
To+T1+- -+ Tp
n+1

— .

1l est facile de trouver une suite Cesaro-convergente sans étre convergente. Par exemple,
si x, = (—1)", alors

To+ a1+ Ty {1/(n+1) si n est paire

n+1 0 si n est impaire

Toutefois, la réciproque est vraie:
Lemme 5.2. Si (x,) converge vers x alors (x,) Cesaro-converge vers x.

Démonstration. Remarquons d’abord que

ottt (xo—z)+(x1—z)+- -+ (zp —2)

n+1 n+1

En remplacant z,, par z,, — x on peut donc supposer que = = 0.
Soit € > 0, et soit N tel que, pour tout n = N, ||z, | < e. Alors

To+ T+ -+ Ty
n+1

lzoll + -+ + |lon—1] + o] + - - - + [l
n+1
C (n—N+1)
+ €
n+1 n+1

ou C = |zg| + -+ + ||zy_1|]. Choisissons alors N’ = C/e, alors pour n = N’,

T+ T2+ -+ 2Ty
n

<e+e

ce qui montre la convergence. O

5.2. Convergence de séries. Enfin, nous allons conclure avec quelques résultats qui nous
seront utiles dans la suite.
Soit E un espace de Banach. Pour une suite (z,,),>0 de E on considere la suite (Sy)nzo0
des sommes partielles Sy = Yz
p N n=0 Ln-

, e . . s (s 8] . . .
Définition 5.3. On dit que la seérie > "z, converge si la suite des sommes partielles
SN converge et, dans ce cas, on note ano T, = lim Sy.

On dit que >, @, est normalle convergente si la série (véelle) >

neo lZn| converge.
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Notons que dans R ou C, la convergence normale est appelée convergence absolue.
Nous allons utiliser les 2 lemmes suivants:

Lemme 5.4. Soit (v,,) une suite dans un espace de Banach E. Si ."_ x, est normalle-
ment convergente, elle est convergente. La réciproque est fausse.

Démonstration. Pour la réciproque, il suffit de considér la suite réelle (—1)"/n. La série
associée est convergente, mais pas absolument convergente. On fixe alores e € F, e £ 0 et
on prend la suite z,, = (—1)"e/n.
Rappelons que, pour la convergence, rappelons que le reste est estimé par le critere des
séries alternées: pour p < ¢
o (1)
L,

k=p

1

<

SRR

ce qui montre que la suite des sommes partielles est de Cauchy, donc convergente.

Pour voir que Y] ‘%‘ =3 % diverge, le plus rapide est de comparer a une intégrale:
N N k+1 N+1
1 d d
Z*ZZJ j=J —len(N+1)—>+oo_
k=1 k k=17k r 1 z

. . ’ . v sl LR DY
Pour le sens qui nous intéressen in suppose que >, [z, | converge et on considere les
. N
sommes partielles Sy = > x,. Alors, pour N > M,

N N
IS =Smll=| 23 @a| < D laal-
n=M+1 n=M+1
Ainsi Sy est de Cauchy donc converge. O

Il se trouve que cette propriété caractérise les espaces de Banach. Cette propriété est
parfois pratique pour montrer qu’un espace est complet:

Lemme 5.5. Soit E,|.| un espace vectoriel normé. Supposons que dans E, toute série
normallement convergente est convergente. Alors E est complet i.e. est un espace de
Banach.

Démonstration. Supposons que F ait cette propriété et soit (z,) une suite de Cauchy.
D’abord, en utilisant la définition d’une suite de Cauchy (¢ = 107%), on peut construite
une suite d’entiers ny tels que Hxnk“ — xm” <107k,
On defini ensuite uy = z,, , — op, et on note que
— la série Y uy est normallement convergente, donc convergente,
— comme T, = ZkN;Ol Uk + Zn,, la sous-suite suite z,,, converge.
Finallement, on va utiliser le fait simple suivant:

Lemme 5.6. Si une suite de Cauchy a une sous-suite convergente, alors est elle-méme
convergente.

Démonstration du Lemme 5.6. Soit (fi) une suite de Cauchy et supposons qu’une sous-
suite converge: f, — f quand j — oo.

Soit € > 0, il existe N tel que, si k,l = N, | fx — lep < /2. Il existe J tel que, sij > J,
kj = N (puisque k; — oo par définition d’une sous-suite) et |fx, — pr < /2 (la suite
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(fx,); converge vers f). Mais alors | fr — f||p < ka — fr; Hp + ka] — f||p < € qui montre
que fr — f. O
O
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