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Préambule

Ce cours n’est pas un cours de mathématiques.

Il a pour but de présenter les outils indispensables qu’il faut maitriser pour pouvoir décrire, comprendre
et étudier les phénomenes physiques et chimiques abordés dans les premiers semestres a I’'Université. Ces
outils sont par exemple utilisés en thermodynamique, en mécanique, en électromagnétisme etc. . .Ils sont
empruntés aux mathématiques, mais sont présentés ici dans un contexte appliqué. Il s’agit d’apprendre
a les utiliser pour effectuer des calculs. Les démonstrations des propriétés de ces outils, ainsi que le
traitement des cas pathologiques, ne seront donc pas traités. Ces démonstrations seront renvoyées au
cours de mathématiques a proprement parler.
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Chapitre 1

Calcul différentiel et fonctions de
plusieurs variables

Le calcul différentiel a été introduit au XVII® siecle, par I. Newton et G. W. Leibnitz, dans le but de
décrire 'effet de variations infinitésimales de parametres sur des observables. La forme actuelle de I’étude
des dérivées, des tangentes aux courbes et des infiniment petits est le fruit du grand nombre de travaux
mathématiques qui a suivi ces premiers développements.

I Dérivée et différentielle d’une fonction d’une variable réelle

I.1 Rappel : la notion de dérivée
On considere une fonction continue f(z) d’une variable réelle x :
f*R —- R
r = y=f(v)

Si on se place au point xg, et qu’on se déplace vers le point xg+ €, la fonction f change de valeur et passe
de f(zo) a f(zo +¢€).
Définition :

La fonction f est dite dérivable au point x( si et seulement si la limite suivante :

iy (@0 +€) = f(zo)

e—0 €

existe et est finie. Cette limite est alors notée f’(xg) et est appelée la dérivée de f en xy.

La dérivée au point xy mesure le taux de variation local d'une fonction f : elle est égale a la pente
de la tangente a la courbe y = f(z) au point xo. A partir de la définition de dérivabilité précédente, on
peut définir la fonction dérivée de f :

Définition :
Si la fonction f est dérivable en tous points x de son domaine de définition, ici R, on appelle dérivée
de f la fonction qui & tout point x associe f/(z) :

ff*R = R
z = f(2)

I.2 La notion de différentielle

Toujours dans le contexte de décrire l'effet de variations des parametres (ici ) sur les observables
qui en dépendent (ici f(z)), la variation de la fonction f(x) due au passage du point xg au point xg + €
correspond a la différence :

Af = f(zo+e€) — f(xo)



Pour calculer Af on utilise la notion de différentielle :
Définition :

Si la fonction f est dérivable au point zg, on appelle différentielle de f au point xg la fonction notée
dy, f et qui & tout point € de R associe f'(zg)e :

C’est donc une fonction linéaire, dont la pente est f'(xq).

Si on revient a la notion de variation Af de la fonction f, induite par la variation € de sa variable,
on peut réécrire :

Af = f(xo+e€) = fzo) = f'(20)-€ = dy, f(€) (1.1)
dans le cas ol € est assez petit pour définir f'(z(). C’est donc une équation approchée, qui devient exacte
lorsque € — 0, et qui permet d’estimer les faibles variations de f autour du point xy par le calcul de d, f.

En pratique, on adopte une écriture condensée. En effet, si on considére la fonction identité : f(x) = x,
que l'on note abusivement x tout simplement, alors d,, f(€) = d,z(e) = l.e. On constate que d,,x est
indépendant de x et est égal a e. On écrit alors abusivement pour une fonction f quelconque :

df = f'(zo)dx

en omettant le z¢ de d,, f et en remplacant € par dz. On constate alors que la dérivée de f au point z
peut s’écrire comme le rapport des différentielles df et dzx :

dx(xO) = f'(z0)

et ce constat est étendu a tout point z.

I.3 Interprétation géométrique

FIGURE 1.1 — Représentation graphique

Sur la figure ([L.1]) la distance HM correspond & la variation de la fonction f :
Ay=Af= f(zo+e€) — f(zo)

La distance HP correspond a 'accroissement de la tangente au point My quand x varie de xg & xg + €.
On obtient la distance HP a partir de I’équation de la tangente :

y — f(zo) = f'(z0)(z — z0)
et des coordonnées du point P(xg + €, f'(z) x € + f(zg)) :
HP = yp—yn

= f'(z0) x e+ f(z0) — f(xo)
= f(zo) x €



Dans la limite ou € — 0 la distance HP tend vers la différentielle de la fonction f au point xg (équation

() :
HP — df

Dans ce cas, on a :
HM

lim

e—0 HP -1

et la différentielle tend vers la variation de f.

1.4 Propriétés des différentielles

Les dérivées et les différentielles partagent les mémes propriétés :

1. Somme :
d(f +g)=df +dg

2. Multiplication par une constante :
d(Af) = Adf

3. Produit :
d(f x g) = f.dg+ g.df

4. Quotient :

d(f)  g.df — f.dg
- 2
g g

5. Composition :

On note h = f(g(x)) = fog(x) avec g : R — R. Connaissant la dérivée d’une fonction composée
(fog(x)) = f og(x).g'(x) on en déduit :

dh = df(g(x)) = f'(9(x)).¢g'(x)dx = f'(9)dg = - d

6. Utilisation du logarithme :

Dans beaucoup d’applications physiques, on s’intéresse a la variation d’une grandeur par rapport
a sa valeur nominale. La variation est souvent exprimée en terme de pourcentage de la valeur
nominale, et on s’intéresse alors a la grandeur Af/f ot Af/f est la variation relative (souvent
exprimée en %). Il est alors souvent plus intéressant d’utiliser les différentielles logarithmiques. En
effet :

daf

f

Les propriétés du logarithme In(|fg|) = In(|f|) + In(|g]) et In(|f/g]) = In(|f|) — In(|g|) permettent
en effet d’écrire :

din(f)

an(jg) — 42
d d,
=dmm+mm=§+%

d(fg) _ dg  df

M7

et de la méme manieére on montre que :

f
dln(f>:d<g):df—dg
g L g




II Dérivées de fonctions de plusieurs variables

II.1 Fonction de plusieurs variables

La plupart des grandeurs physiques et chimiques dépendent d’un ensemble de variables. Par exemple,
la pression d’un gaz parfait peut s’écrire :
nRT
%
ou les deux grandeurs T, la température, et V', le volume, peuvent étre modifiées au cours d’ une expérience.
Le terme R est la constante des gaz parfaits : il est fixe. En revanche, n est le nombre de moles de gaz

considéré, et peut étre fixé ou variable. Si la quantité de gaz peut varier alors la pression P devient une
fonction de trois variables et on écrit :

P(T,V) = (1.2)

T
P, V,n) = ML

Dans cette partie, on va considérer des fonctions f de plusieurs variables, en se limitant pour la plupart
des résultats aux fonctions de deux variables x et y, et en généralisant parfois ces résultats a N variables.
La fonction f est donc une fonction réelle :

f:R* - R
(xvy) = Z:f(xvy)

qui prend la valeur z = f(x,y) au point (z,y).

Représentation :

Lorsqu’on représente une fonction f(x) d’une seule variable, la valeur f(xg) au point g correspond &
la hauteur de la courbe y = f(x) au dessus de 'axe (Ox). Si la fonction f est continue, alors le graphe
de f est une ligne continue.

De la méme maniere, la valeur d’une fonction de deux variables f(z,y) au point (zg,yo) est donnée
par la hauteur de la surface z = f(x,y) au dessus du plan (zOy). Si la fonction f est continue, le graphe
de f est une surface continue. Si on fixe la valeur de y = yo et qu’on se déplace le long de 'axe (Ox), on
ne fait alors varier qu'une seule variable et on suit la courbe & une dimension donnée par z = f(z,yo).
De la méme facon, si on fixe x = zg et qu’on laisse y varier, on obtient une courbe a une dimension

Z = f(any)

Exercice :
Considérer la fonction P(T, V) donnée par ’équation (1.2)) dans le cas o nR = 1.

1. Dessiner le graphe de P(T,1) en fonction de T

2. Dessiner le graphe de P(1,V) en fonction de V.

3. Dessiner le graphe de z(T,V) = P(T,V) en fonction de T et V.
4. Indiquer sur cette surface les courbes P(T,1) et P(1,V).

I1.2 Dérivée partielle d’une fonction de plusieurs variables
Si on considere une fonction de deux variables f(x,y), les fonctions g(x) et h(y) définies par :
g + x—g(@)=f(z,y)
h o y—hy) = f(zo,y)
ou g et yo sont fixés, sont des fonctions d’une seule variable réelle. Si g et h sont dérivables autour du
point (2, yo), leurs dérivées sont appelées les dérivées partielles de f.
Définition :
La dérivée partielle d’une fonction f(z,y) par rapport a x, au point (x,yo) est définie par :

f:/v(xovyo) = g/(x())
_ hH(lJ f(.’EQ + 67y0) — f(x(JayO)
e— €



La dérivée partielle est elle-méme une fonction de deux variables, si on la calcule pour tous les points

(20,90). On la note :

e—0 €

De la méme fagon, la dérivée partielle de f(x,y) par rapport & y, au point (xg,yo) est définie par :

fy(xo,y0) = ' (yo)
- lim f(@o,y0 +€) — f(zo0,yo)
e—0 €
et on la note : of i - )
o Zo, Yo +€) — f(Zo, Yo
Dy (20, 40) = lim . (1.3)
Cette définition est trivialement généralisable a N variables x1, 2, ..., Tx.

Pour calculer une dérivée partielle par rapport a une variable, il suffit donc de calculer la dérivée
usuelle par rapport a cette variable en considérant toutes les autres constantes :

df
8Q? ( y) du (x7 y) avec y=cste
et : o/ of
= X (x,
ay ( y) dy( y) avec x=cste

I1.3 Propriétés des dérivées partielles

Comme les dérivées partielles sont des dérivées usuelles ol toutes les variables sauf une sont considérées
comme constantes, elles ont toutes les propriétés habituelles des dérivées usuelles : (les résultats sont
donnés pour les dérivées partielles par rapport a x, mais sont valables pour les dérivées par rapport a y
en remplagant z par y)

1. Somme :

0 _of of
%(erg) 97 T 97
2. Multiplication par une constante :
\of
L) =2

3. Produit :

0 of
%(fXg) f87+6xg

8<f>_8xg_8wf
oxr\g) ¢

5. Composition : changement de variables

4. Quotient :

Le calcul des dérivées partielles d’une fonction de plusieurs variables composée intervient lorsqu’on
effectue un changement de variables. Si les variables (z,y) de la fonction f(x,y) sont elles-mémes
des fonctions des variables (r,s,t), alors la fonction f(z,y) est une fonction composée qui s’écrit
f(x(r, s, t),y(r, s, t), 2(r, s,t)). Elle devient une fonction de (r,s,t) : F(r,s,t).

Les dérivées partielles de F' s’écrivent alors :

or _ oos ordy
or Ox Or Oy Or
OF _ 0for, 0f0y
0s Ox ds 0Oy 0s
or afaeraf@y
ot Or Ot Oy Ot



Plus généralement, si f dépend de N variables 1, o, ..., zn, telles que 1 = hi(r1, 72, ..., Tp), ...

hy(ri, re, ..., rp), alors :
of of 0x1  Of Oxq of Oxzn
Z 2 = 27, 2 pour k=1,2,...,p
Or,  Oxy Orp  Oxg Ory ory Orp
Exemples :
Exemple 1. f(z,y) = 2%y
Pour calculer g—i on doit calculer % en considérant y comme constant, donc
of
9
ox w
De la méme maniere :
of _
— =z
dy
Exemple 2. f(x,y) = exp(yz3)
Ici : 9 9
% = 3%y exp(yz®) et a—z = 23 exp(yz?)
Exemple 3. f(x,y) = /22 + >
of x af Y

Exemple 4.

Exemple 5.

Exemple 6.
Exemple 7.

) 7 et I
or /22 + 42 9y 24 y?

f(x,y) = exp(ax) cos(by) ou a et b sont des constantes

Ici :

g—i = aexp(az) cos(by) et g—‘; = —bexp(az) sin(by)
flz,y) = xy—': oll m et n sont des constantes
Ici:
g _ mm?n—l ot g B — ™
oxr  yn oy yntt

flx,y) = g(y), i.e la fonction f est indépendante de x, donc % =

P =nRT/V : loi des gaz parfaits
oP nR

== t
or — v °

OP _ nRT
v V2

I1.4 Dérivées partielles du second ordre

Les dérivées partielles d’une fonction f(z,y) sont également des fonctions de deux variables. On peut

donc calculer les dérivées partielles des dérivées partielles. On note :

o (of\ 0
(%) = 5

oz

0 (0f 0*f
w(a) = o
0 (0f o f
8y<8x> - Oyox
0 (0f 0% f
5w<y> ~ Owdy

10
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Théoréeme de Schwarz (théoréme d’inversion) :
Si f vérifie les conditions de continuité et de dérivabilité nécessaires a ’existence de dérivées partielles
d’ordre deux, alors les dérivées partielles croisées sont égales :

0% f 0% f

= 1.4
Oydxr  Ox0y (14)

Le théoréme de Schwarz permet de calculer la dérivée d’ordre 2 croisée sans se soucier de I'ordre dans
lequel chaque dérivée partielle d’ordre 1 est calculée.

Exemple :
On considere la fonction :

¢(x,y) = In(z? +y°)
Les dérivées partielles d’ordre 1 de ¢ sont données par :

dp 2z
Or a2+
99 %
i
En considérant que la dérivées partielle % peut s’écrire comme le produit des deux fonctions f et g

définies par f(z) = 2z et g(x,y) = 1/(2? + y?), on utilise la propriété (3) des dérivées partielles donnée
au paragraphe (I1.3]) pour écrire les dérivées partielles d’ordre 2 par rapport a x et a y :

#o _ 0 (
0x2  Ox \ a2+

2 2x
- e ()
2 422
2242 (22 +y2)2
La fonction ¢ est symétrique si on échange x et y, donc on peut écrire sans calcul supplémentaire :
0% 2 49
92 = 22+ 42 (22 +y2)2

Les dérivées partielles d’ordre 2 croisées vérifient le théoreme de Schwarz :

0% f 0 2x 1 dzy
Oydr  dy \ 2+ (22 +y?)? (22 +y?)?
Enfin, on peut remarquer que :

0% 0%¢ 4 4x% + 4y° 4 4

0x 0?2242 (24927 24y 24P

Cette particularité de la fonction ¢ en fait une solution de 1’équation de Laplace :

0? 02

ox2 = 0y?
L’équation de Laplace intervient par exemple en électrostatique, et contraint le potentiel du champ
électrostatique dans le cas ou la distribution de charge est nulle.

IITI Différentielle d’une fonction de plusieurs variables

ITI.1 Définition

On consideére une fonction de deux variables f(x,y). Les déplacements € et 1) selon x et y respectivement
vont induire une variation de f. Comme dans le cas des fonctions a une variable, cette variation s’exprime
par :

Af = f(zo+e€yo+n) — f(zo,y0) (1.5)

11



et va pouvoir étre estimée par la différentielle de f dans le cas ou € et 1) sont assez petits.
Si on suppose un déplacement selon x seulement : on se déplace de € suivant (Ox), et y reste constant.
Dans ce cas n = 0, et on remarque que I'équation (1.5)) devient :

Af = f(xo + € y0) — f(o,%0)
Si e — 0, on peut utiliser la définition de la dérivée partielle (définition pour faire apparaitre :

0
Af ~ %(1170,1/0)6

De la méme maniere on peut exprimer la variation Af & partir de la dérivée partielle d’ordre 1 selon y
dans le cas ou x est gardé constant. Pour des déplacements infinitésimaux suivant x et y, on trouve alors :

0 0
Af = Ghmn) e+ G @)y

~ da:o,y() f(eﬂ ’rl)
C’est Iexpression de la différentielle.
Définition :

Si la fonction f vérifie les conditions de continuité et de dérivabilité nécessaires a I’existence des dérivées
partielles d’ordre 1 par rapport a « et y au point (2o, o), alors la fonction notée d, ,, f définie par :

T— R? - R
0 0
(6,m) afi(xo,yo)ﬁ‘*'afz(xo,yo)?? (1.6)

est la différentielle de f au point (zg,yo). Comme dans le cas des fonctions a une variable réelle, c’est
une application linéaire qui a tout couple (¢, 7) associe une valeur réelle.

Comme dans le cas des fonctions & une variable réelle, on adopte en pratique une écriture condensée.
En effet, en considérant la fonction f(x,y) = = que 'on note x tout simplement, on se rend compte que
Aao o f(€,Mm) = dyy yox(€,m) = L.e. On constate donc que dg, 4,z est indépendant & la fois de zg et de yo
mais est également de 7, et est égal a €. On le notera alors simplement dz = €. De la méme maniére, en
considérant la fonction g(z,y) = y, on constate que dg; y,9(€,m) = dag 4o y(€,n) = 1.. Pour une fonction
quelconque f(z,y), on réécrit donc la différentielle dy, ., f(€,n) de la fagon suivante :

of of
df = = d — d 1.7
if = 55 (@) x+ay(x,y) y (1.7)
en omettant le xg,yo de dg, 4, f ainsi qu’en remplacant € et n par dr et dy respectivement.
Cette définition est généralisable & N variables x1, x2, ..., TN :
N
of
df = — d 1.8

Exemple : utilisation du logarithme

La loi des gaz parfaits donnée par I’équation est une fonction de deux variables réelles : la
température T et le volume V. Dans ce cas, la fonction f(z,y) correspond donc & P(T, V). Il est possible
de réecrire cette fonction sous la forme :

In(P) = In(nR) + In(T") — In(V)
en en prenant le logarithme. La différentielle de cette équation s’écrit :

dP dI' dV

Calculer cette différentielle directement & partir de I’équation ([1.2)) est plus compliqué. Ici, on trouve

rapidement que :
nRdI nRT

v v
Dans le cas d’une fonction f qui ne fait intervenir que des produits ou des quotients de variables, le calcul
des différentielles logarithmiques est presque toujours plus simple que le calcul direct de la différentielle.

dP = av

12



II1.2 Changement de variables

Les différentielles de fonctions de plusieurs variables vérifient les mémes propriétés que les différentielles
de fonctions d’une variable, décrites dans le paragraphe La propriété de composition a pour principale
application le calcul de la différentielle d’une fonction dont on a changé les variables. En effet, du fait
des symétries d’'un probleme en physique, il est souvent utile de changer les variables dont dépendent
une fonction : passage des coordonnées cartésiennes (z,y,z) aux coordonnées cylindriques (p, ¢, z) par
exemple.

Dans le cas général, on considére donc une fonction f(z,y) dont les variables = et y sont elles-mémes
des fonctions des variables t et s par exemple. On note donc :

F<ta S) = f(l'(t, S)a y(t7 5))
D’apres la définition la différentielle de la fonction de plusieurs variables F' s’exprime alors comme :

oF oF
F= il
d N dt + 95 ds

La propriété de composition des dérivées partielles permet d’écrire :

OF _0for  0fdy
ot  ox ot Oy ot

et
oF _af% af oy

D5 005 0yos

On peut donc réecrire la différentielle dF :

_(080r ofoyy, | (0f0x  ofoy
dF = (ax ot oy 8t> b+ <3x s © 8y68>d5

En regroupant les termes de la fagon suivante :

_Of (Da, 0n, N OF (By, Oy
dF = o (atdt+ 83d8> +8y <8tdt+3sd8 (1.9)
et sachant que :
Ox Oz
_ Oy Ay
dy = N dt + s ds

on remarque finalement que I’équation (1.9)) est équivalente & :
dF = df

La différentielle est donc indépendante du choix des coordonnées (ouf!).

Exemple : I’équation d’onde

Une onde est une perturbation d’un milieu continu qui se propage. Elle peut étre mécanique, sonore,
électromagnétique ... Si on suppose qu’il n’y a pas de phénomeéne d’absorption ni de dispersion dans
le milieu, et que 'onde n’est pas stationnaire, ’onde se propage en conservant sa forme a une vitesse
constante dans le milieu. Il y a donc une relation qui lie la position de la ”forme” de I'onde et le temps.
Cette relation est I’équation d’onde, et peut s’écrire de la fagon suivante :

0?P(w,t) B li’)?qb(x,t)
a2 2 o2

(1.10)

pour une onde décrite par son amplitude ¢(z,t), qui dépend de la position x et du temps ¢. Dans I’équation
(1.10)), onde se déplace a la vitesse c.
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L’amplitude ¢ d’une onde quelconque présente une dépendance tres particuliere entre les variables x
et ¢ : Pamplitude a l'instant ¢, donnée par ¢(zx,t), doit étre la méme que celle a 'instant ¢ = 0, alors que
I’onde se trouvait a la position x — ct. Il est donc naturel d’introduire les variables :

p = t-

qg = t+

o180 (8

et d’exprimer 1’équation d’onde en termes de ces nouvelles variables : ¢(p, q). Les dérivées partielles dans
I’équation d’onde doivent donc étre réexprimées par rapport aux nouvelles coordonnées p et g,
pour obtenir la nouvelle équation d’onde. On considere donc la dérivée partielle par rapport a x dans un
premier temps :

06 _0¢0p 090q _0¢ ( 1\ 06
— —— 1.11
or 3p oz * o dq or 8p * o 8q c ( )
Eneffet:g—i— 7et gg :%.
De la méme fa(;on la dérivée partielle par rapport a t s’écrit :
9p _0¢0dp  0p0q _ 0¢ 9¢
— 1+ — x1.
ot _opoi " aqat op g -
car % =1let g‘t] =

Pour calculer la dérivée partielle d’ordre 2 par rapport & = qui apparait dans I’équation d’onde ({1.10)
on effectue le méme calcul que dans 1’équation ([1.11]) :

826 9 (96 1 96
amz‘ap<ax)x< )+8q<3w)

On utilise le résultat du calcul (1.11]) pour obtenir :

¢ 0 10¢ 10¢ 1 5, 106 19¢
ro ap< cap%aq)X(‘c)*aq( cap%aq)%

_ 1[8% 9% 9% a%}

ap?  9pdq  0qdp | Og?
L[0% 0 0%
op ' g2 dqOp

en vertu du théoréeme de Schwartz.
En effectuant le méme calcul, on obtient gtf :

¢ a<a¢) a<a¢>
22 = op\ot) Toag \or

B o0 00 o0  0¢
o <5p+5q)+8q (6p+<’9q>

B 82¢> 82¢> 82¢
- [apQ”aanan]

Finalement, en remplagant ces deux résultats dans 1’équation d’onde ([1.10]), on obtient :

1% 0% %) 1 [0% 0% 9%
2 = -2
{ap Tt aqap} [ap "o aqap]

qui se simplifie pour donner :

4 %9

2 0qdp
Exprimée en fonction des variables p et ¢, I’équation d’onde est maintenant telle qu’il est évident que ses
solutions doivent étre de la forme :

o(p,q) = P4 (p) +v—(q)
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ou les fonctions 14 et 1¥_ sont quelconques. Cette solution s’écrit sous la forme :
x x
d(x,t) =¥y (t — E) +y_(t+ Z)t

en fonction des variables originelles x et t. Toute fonction ¥4 est donc une onde qui conserve sa forme et
se propage a la vitesse +c.

I1I1.3 Applications
II1.3.a Estimer la variation d’une fonction

On considére une fonction f(z,y). Une modification des variables (x,y) du point (zg,yo) au point
(xo + Az, yo + Ay) induit une variation de la fonction f(z,y) telle que :

Af = f(zo+ Az, yo + Ay) — f(z0,%0)

Si les variations Ax et Ay sont assez petites, on peut estimer Af a partir de la différentielle de f,
puisque df représente la variation infinitésimale de la fonction induite par des variations infinitésimales
de ses parametres. On écrit donc :

Af = floo-+ Aoy + &) = Flan,n) = 5 (20, 10)A7 + 5 (20, 50) Ay (112

II1.3.b Calcul d’incertitudes

Notion d’incertitude

Si z est une grandeur physique mesurable (distance, température, différence de potentiel etc....), sa
valeur mesurée xg est toujours une estimation de sa valeur réelle, plus ou moins proche selon la qualité
de la mesure. Par exemple si on répete un grand nombre de fois la mesure de x, on trouvera rarement
exactement la méme valeur. Les différences peuvent étre dues a un biais dans la méthode de mesure, ou
introduit par I’appareil de mesure, a du bruit de fond qui s’ajoute & la grandeur physique mesurée x, ou
autre.

La valeur réelle de x se trouve donc dans un intervalle autour de la valeur mesurée xg qui est associé

a lestimation de l'incertitude sur la mesure. On note cet intervalle Az et on écrit :

T =20+ Ax

Propagation des incertitudes
On s’intéresse a une grandeur f qui est fonction de deux grandeurs physiques, x et y. La valeur de f
est déterminée a partir des mesures de x et g, chacune associée & un intervalle d’incertitude +Ax et Ay
respectivement. Comment se propagent les incertitudes sur z et y a la grandeur f 7
Si les incertitudes sont des intervalles de variation assez petits autour de la valeur mesurée, la variation
de f induite par les variations des grandeurs x et y peut étre estimée a 'aide de la différentielle de f :

af  of

df = 8—xdﬂc—|— a—ydy
0 0
Af ~|df| =~ é Az + ‘a‘; Ay (1.13)

Les valeurs absolues déterminent le cas le plus défavorable : celui ol les incertitudes sur x et y s’ajoutent.
Elles permettent de déterminer l'incertitude la plus grande pour f.

Utilisation du logarithme
Si f > 0, on accede a I'incertitude relative en divisant 1’équation (|1.13)) par f :

of
Af % o
TS0z | Ap 4+ | LA
f ‘f 7
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Ce qui peut s’écrire :

dIn(f)
oy

N ‘aln(f)

A
oo |24+

‘Ay (1.14)

Exemple
La période d’oscillation d’'un pendule dépend de la longueur de ce dernier, et de la constante de

gravitation g suivant I’équation :
l
T =274/ —
g

La mesure de [ donne [ = (0.200 4 0.001) m et g vaut g = (9.81 £0.01) m/s2. Pour calculer I'incertitude
sur la période T on utilise la formule de propagation des erreurs ([1.13) :

oT oT
AT = |—|Al+ |—| A
‘ ar| =" ‘ ag |’
Les dérivées partielles sont données par :
oT 11

oL 2 Vgl

or (1>\ﬂ
= = 2rx|(-—2)%
dg

ce qui permet d’obtenir :

1 Vi
AT =7 [ —=Al+ Y Ag 1.15
(m 7 ) 119

On sait que [ = 0.200 m, que Al = 0.001 m, que g = 9.81 m/s?, et que Ag = 0.01 m/s?. En
remplacant dans I’équation , on obtient AT = 0.003 s pour T' = 0.897 s. L’incertitude relative vaut
0.0027/0.897 x 100 = 0.3%.

L’incertitude relative est obtenue plus directement a partir du logarithme de T :

In(T) = In(27) + %ln(l) - %ln(g)

a partir duquel on calcule :
OlnT 1 ¢ olnT 1

a —a ¢ dg 29
En utilisant I’équation (|1.14) on a finalement :

AT _ AL, 49
T 20 2g

ce qui donne directement % =0.003 = 0.3%.

IV Fonctions vectorielles

De nombreuses grandeurs physiques sont modélisées par des vecteurs !, dont les composantes ne sont
pas constantes mais dépendent d’une ou de plusieurs variables. C’est le cas de la position, ou de la vitesse
par exemple. Une fonction vectorielle est un vecteur dont les coordonnées varient.

Jusqu’ici, la notion de différentielle a été développée pour des fonctions d’une et de plusieurs variables.
Chaque composante d’une fonction vectorielle est une fonction d’une ou de plusieurs variables. On peut
donc définir la différentielle d’une fonction vectorielle :

1. Un rappel des outils de calcul vectoriel (bases, composantes, norme, produits scalaire, vectoriel, mixte etc...) est
proposé en annexe @
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Différentielle d’une fonction vectorielle de deux variables :
Si f(u,v) est une fonction vectorielle de deux variables u et v :

f(uvv) = fl(u7v)€l + fy(uvv)gy + fz(ua U)éz

la différentielle de f est donnée par :

—

df = f(u—i—du v+ dv) —

£

fz( + du, v—l—dv))

= | fylu+du,v+dv)
)

) —

) —

) =

fo(u+ du, v+ dv ,
fo(u+ du,v 4+ dv) — fz(u,v)
= | fy(u+du,v+dv) — fy(u,v)
f(u+du, v+ dv) — f.(u,v)
= dfy(u,v)é; + dfy(u,v)é, + df,(u,v)e, (1.16)

N.B. : Pour des raisons de cohérence de notations entre ce paragraphe et les chapitres suivants qui
y feront référence la base du repére cartésien est notée (€, €y,€,) ici, au lieu de (3,7, k). Les égalités

—

€y =1, €y = _7 et €, = k seront démontrées au prochain chapitre.

Chaque coordonnée de d f est une différentielle d’une fonction de plusieurs variables qui s’écrit de la
facon suivante :

dfp(u,v) = %fzd + %{jﬂd
dfy(u,v) = %du—i— %fyd (1.17)
df.(u,v) = %fzd + %’;Z dv

d’apres le paragraphe [III| du chapitre [I} En introduisant les équations (1.17)) dans la définition (1.16)) de
la différentielle on peut réécrire df sous la forme :

df = (af“”d +6fzd) 2 (afyd +a{j’d>

ov ou 0

of- of: .\ &
(8ud + Ov ) c

En rassemblant les termes on obtient I'expression :

-_of af
d+% (1.18)

L’expression de la différentielle d’une fonction vectorielle sous cette forme interviendra dans les chapitres
I, I 3 et K4 l Notons que si seule la variable u varie, en laissant v constant, alors la différentielle d f se réduit

a:
f*:i

qui est un vecteur parallele a df

Exemple
La position d’un point en fonction du temps est une fonction vectorielle bien connue. Si on repere

—
un point M dans un repere cartésien (O, €, €y, €;) par le vecteur OM, souvent noté 7, et que le point
M se déplace, alors les trois coordonnées de 7 varient en fonction d’une variable : le temps. On note
habituellement :

(t) = x(t)ez + y(t)éy + 2(t)e. = y(?
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Par exemple, considérons une particule suivant une trajectoire
hélicoidale. Dans le plan (z,y), la particule décrit un cercle. Les
coordonnées suivant x et y de 7 sont des fonctions du temps qui
décrivent une courbe circulaire, avec une vitesse angulaire w. La
coordonnée de 7 suivant z augmente linéairement en fonction du
temps : la particule ”monte” avec une vitesse v constante. La position

de la particule est modélisée par le vecteur : >
cos(wt)

7(t) = cos(wt)é, + sin(wt)éy, + vte, = | sin(wt)
vt

La vitesse de la particule est également une fonction vectorielle,
égale & la dérivée par rapport au temps de 7(¢) :

dr(t dx(t dy(t dz(t .
r(t) = z )é’I+ yl )é’y+ 2( )é'z = —wsin(wt)&;+w cos(wt)é,+ve, FIGURE 1.2 — Exemple de trajec-
dt dt dt dt toire hélicoidale selon ’axe z

De la méme fagon, on peut exprimer I'accélération de la particule :

d*r(t
d;g ) = —w? cos(wt)é, — w? sin(wt)é,

V Formes différentielles

Les formes différentielles sont des objets mathématiques dont les différentielles définies au para-
graphe ou par I’équation , sont un cas particulier. Elles jouent un réle incontournable en physique,
qui ne sera qu’en partie mesuré dans ce cours. Elles interviennent par exemple dans le calcul des intégrales
curvilignes, abordé au chapitre |3 ou de la circulation de champs vectoriels, abordé dans le chapitre

V.1 Définition

Définition :
On appelle forme différentielle une application linéaire w qui agit sur un vecteur de R™ et produit un
nombre. L’écriture générale d’'une forme différentielle est la suivante :

N
w = ZAi(l‘l, o ..., l‘N) dl‘,
i=1
ou les A; sont appelés des coefficients, qui dépendent des N variables x1, o ..., n.

Dans le cas particulier de deux variables réelles x et y, on a N = 2 et on écrit w de la fagon suivante :

w = A(z,y)dx + B(z,y)dy (1.19)

La différentielle que nous avons déja rencontré est un bon exemple de forme différentielle :
N
of
daf = — dz
f ; Fop 4ok

ou les coefficients A; sont les dérivées partielles ;T’;.

V.2 Formes différentielles exactes et fermées

Une forme différentielle ressemble a s’y méprendre a une différentielle, c’est & dire a la variation d’une
fonction induite par la variation infinitésimale de ses variables. Pour qu’une forme différentielle w soit
une différentielle, il faut qu’il existe une fonction f(x,y) telle que :

w=df
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Définition :
Une forme w est dite ezacte s’il existe une fonction f telle que w = df. La fonction f est une primitive
de la forme w.

Toute les différentielles sont donc des formes différentielles, mais seules les formes différentielles
exactes, sont des différentielles.

Pour qu’une forme différentielle w, définie par I’équation (1.19)), soit une différentielle exacte, il faut
que :

Alz,y) = % (1.20)
B(z,y) = Cw (1.21)

d’apres la définition de la différentielle d’une fonction de plusieurs variables (1.7)). Si on s’intéresse main-
tenant & la dérivée partielle d’ordre 1 par rapport & y de I’équation ([1.20)), on peut écrire :
0A(z,y) _ 0*f(z,y)

Jy Oyox
De méme, la dérivée partielle d’ordre 1 par rapport & x de I’équation ([1.21]) donne :

0B(z,y) _ 9*f(z,y)

or 0xdy

En appliquant le théoréme de Schwarz (équation (1.4))), on voit finalement que la forme différentielle
w = A(z,y)dz + B(x,y)dy est exacte si et seulement si :

0A(z,y)  0B(z,y)
oy Oz

Plus généralement, ce résultat reste valable en dimension N. Les formes différentielles w = >, A; dx;
telles que :
. 0A; 0A;
V(i,j) © 5=

(9.’17j (“)xz

sont dites fermées. Le caractere fermé d’une forme différentielle assure presque toujours qu’elle soit exacte.
Les cas ol cette condition n’est pas nécessaire et suffisante concerne des cas pathologiques de topologie
des espaces vectoriels.

Exemple : Travail d’une force

Le travail d’une force est une forme différentielle bien connue. En effet, si on considére une force ?
ayant deux coordonnées Fy(z,y) et F,(z,y) dans le repere cartésien, et un déplacement infinitésimal dx
suivant (Oz) et dy suivant (Oy) permettant de passer de la position (z,y) a (z + dz,y + dy), alors le

travail de ? le long du déplacement est donné par :
sW=F.di = Fo(z,y)de + Fy(x,y)dy

Le travail d’une force est donc une quantité qui peut s’écrire sous la forme mathématique décrite dans la

définition ([1.19).
La force F' est dite conservative si elle dérive d’un potentiel V(z,y) et qu’on peut écrire :

aVv

F, = ———

ox

oV

F, = ———

Yy 83/

Dans ce cas, le travail effectué lors d’un déplacement infinitésimal du point (x,y) au point (z+dz,y+dy)
s’écrit : av oy
oW = ——der — —dy = —dV

Or dy

Le travail est alors une forme différentielle exacte.
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Exemples divers :
Exemple 1. w = 32%ydx + z3dy
Ici on peut identifier :

0A(x, 0

éyy) = @(33)21/) = 3x2°
0B(z,y) 0,3, o
o T )T

La forme w est donc exacte, i.e. il existe une fonction f telle que la forme différentielle w
peut s’écrire :
0] 0
g M) )

Or oy
On détermine la fonction f a partir de :
0
f(xa y) _ 356'2:1/
Ox

En intégrant cette équation selon x (en considérant y comme constant) on obtient :

fla,y) = /(3x2y)dfﬂ = 2%y + a(y) (1.22)

ou le terme a(y) est constant vis a vis de z : il est indépendant de = de sorte que la dérivée
partielle 2¢ = 0. Mais il peut dépendre de y. Pour déterminer a(y), on dérive f(z,y) obtenu
dans 1’équation ((1.22)) par rapport a y, en considérant & comme constant :

of (x da

y dy
On identifie ce résultat avec la forme différentielle w :
0
f(CE, y) _ 1,3
y

La dérivée de a(y) est donc nulle, il faut donc nécessairement que a(y) soit une constante :
a(y) = C avec C € R. La fonction f telle que df = w est donc :

flay) =2’y +C

Exemple 2. w = (—y?sin(x) + 42)dx + (2y cos(x) + 1)dy
On identifie :

DA(z,y) dOB(z,y)

—F—F = —2ysin(x) et —————= = —2ysin(x
9 ysin(z) o ysin(z)
On vérifie donc que la forme différentielle w est une forme différentielle exacte. On détermine
la fonction f dont w est la différentielle & ’aide des équations :

flz,y) = /(—y2 sin(z) + 42%)dz = y? cos(z) + 2* + a(y) (1.23)
et :
('“)f(axy,y) = 2ycos(z)+ dad(yy) d’apres 1.23

= 2ycos(z)+1
Ces deux expressions doivent étre égales, ce qui implique que :
dy)=1= aly)y=y+C  avecCeR
Finalement :

flz,y) =y’ cos(z) +a* +y+ C
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Exemple 3.

Exemple 4.

w=Ydx+ Jdy
Ici :

0A(x,y) 1 . 9B(zy) 1

Oy z Ox Yy

donc w n’est pas exacte.

On considére un soleil de masse M, autour duquel gravite une planéte de masse m. On
suppose que orbite de la planéte est dans le plan (z,y) et que le soleil est & 1origine (0, 0).
Le travail fourni par la planéte pour se déplacer du point (x,y) au point (z + dz,y + dy) est
donné par la forme différentielle :

d d
W = G Tt Yy
(@* +y)2
ou G est la constante universelle de gravitation. Est-ce que dW est une différentielle exacte ?
Ici : 54 u
3 2 3
(x’y):—ng[xx<—)x Yy 5]: g ma:gi
9y 2/ (22+y?)z] (2% +y?)3

On peut constater que ce résultat est symétrique si on échange = et y. On a donc clairement :

OA(z,y) _ 0B(z,y)
oy Oz

et 0T est une différentielle exacte. Il existe donc une fonction f(x,y) telle que W = df. La
fonction f doit vérifier :

M
flo) = [ - T (124
@+ )7
On sait par ailleurs que :
0 1 1 2z x
a2l Y3 | = 5 X 3 = 3
O [ (22 +y?)7 20 (@249 (22 +y?):

L’intégrale de I’équation (1.24]) est donc égale a :

GMm

o= Gy

+a(y)

ol a(y) est une fonction de y seulement, dont la dérivée par rapport & x est donc nulle. En
dérivant ce résultat par rapport & y, & = constant, et en identifiant & W on obtient :

a'(y) =0
En conséquence, on a :
GMm
flz,y) = T T C

(22 +y?)2
ou C est une constante réelle. En écrivant f(x,y) = —V(x,y), on a expression du potentiel
de gravitation V :

GMm
Viz.g)=—— 1 ¢
(22 +y2)2

En pratique, on suppose que le potentiel d’interaction est nul pour des corps infiniment loins,

. 1 . o
c’est & dire que V = 0 pour (22 +y?)2 — co. Dans cette convention, la constante C' doit étre
nulle. On montre donc par ce calcul que la force de gravitation est conservative.
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Chapitre 2

Systemes de coordonnées

Dans la plupart des problemes de physique, on souhaite comprendre et décrire I’évolution d’un objet
dans l'espace, lorsqu’il est soumis a des actions extérieures. Cette étude requiert des outils de repérage
de l'objet, qui permettront d’exprimer son évolution. Ce sont les systemes de coordonnées.

Il existe une infinité de choix de systemes de coordonnées possibles. Un résultat physique doit étre
indépendant de ce choix. Cependant, I’analyse mathématique du probleme de physique aboutissant au
résultat observé peut étre considérablement simplifiée par un choix judicieux. Dans ce chapitre, nous allons
détailler les systemes de coordonnées les plus usuels, utilisés pour exprimer les points et les vecteurs '
dans les espaces de dimension deux (le plan) et trois : les coordonnées cartésiennes, polaires, cylindriques
et sphériques.

I Principe général du repérage d’un point

I.1 Coordonnées

La position dans ’espace d’un point M quelconque est repérée par rapport a des éléments de référence a
laide de trois nombres (deux dans le cas de ’espace plan), appelés les coordonnées. Ces trois coordonnées,
notées de fagon générale u, v et w, peuvent représenter des longueurs, absolues ou algébriques, des angles
ou autres. ..

Lorsque les trois coordonnées u, v et w sont laissées libres de varier dans ’ensemble de leurs valeurs
possibles respectives, le point M décrit tout ’espace. Lorsqu’une des coordonnées est fixée, u par exemple,
et que les deux autres parcourent leurs domaines de valeurs, le point M est contraint de se déplacer sur
une surface appelée surface coordonnée-vw. Lorsque deux des coordonnées sont fixées, et qu’une seule
est laissée libre de parcourir son domaine de valeurs, le point M se déplace sur une ligne, appelée ligne
coordonnée-u si v et w sont fixes par exemple.

I.2 Repere local

La notion de vecteur est indispensable pour décrire de nombreuses grandeurs physiques, comme la
position, la vitesse, les forces, les moments etc.... Dans un espace a n dimensions, il est possible de
définir n vecteurs particuliers, linéairement indépendants, pour former une base. Tout vecteur de I'espace
s’exprime alors comme une combinaison linéaire de ces vecteurs de base!.

Supposons que le point M soit repéré par trois coordonnées (u, v, w), dans un espace a trois dimensions
ol on a choisi un point de référence fixe O. Le repére local associe au point mobile M une base constituée
de trois vecteurs unitaires. Ces trois vecteurs indiquent chacun dans quelle direction et quel sens le point
M se déplace lorsqu’une des trois coordonnées varie infinitésimalement. Ces trois vecteurs unitaires se
construisent & partir du vecteur O—Z\>4 . En effet, le vecteur O—Z\>4 est une fonction vectorielle qui dépend des
trois coordonnées (u,v,w) :

m:W(u,v,w)

1. Un rappel des outils de calcul vectoriel (bases, composantes, norme, produits scalaire, vectoriel, mixte etc...) est
proposé en annexe @
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Lorsque deux coordonnées sont fixées, v et w par exemple, et que la troisiéme parcourt ’ensemble de son
domaine de valeurs, le point M décrit la ligne coordonnée-u. Le vecteur :

5()—]\>4(u, v, W)
ou

est tangent & cette ligne (c.f. chapitre [1)). En divisant ce vecteur par sa norme, on obtient le premier des
trois vecteurs unitaires de la base du repere local. En procédant de la méme fagon pour v et w, on obtient
les trois vecteurs unitaires du repere local :

o0M 90M 90M
g = ou e = v e = ow
“ |aomM Y |aoM Y |ooM
ou ov ow

Définition :
Les trois vecteurs unitaires :

S
=l
Q
S|
S
2|

g = ou e = v - ow
" o0M v o0M v o0M
ou ov ow

associés au point M forment le repere local centré sur le point M : (M, &y, €y, €y)-

La définition ci-dessus des vecteurs de base du repére mobile est appliquée dans les paragraphes [[I] et
qui suivent, ou les éléments de référence, les coordonnées (u, v, w) ainsi que le repere local de chaque
systeme de coordonnées usuel du plan et de I’espace de dimension trois sont détaillés.

IT Systemes de coordonnées en dimension deux

IT.1 Coordonnées cartésiennes

Les éléments de référence et les coordonnées du systéme cartésien sont illustrés sur la figure (2.1)). Les
vecteurs i et j du repere cartésien global (O,1,7) sont également représentés.

l/‘

<.

x

FIGURE 2.1 — Eléments de référence du systéme de coordonnées cartésiennes dans le plan

Elements de référence
Les éléments de référence par rapport auxquels sont définies les coordonnées cartésiennes sont :
— un point origine O
— deux droites orientées orthogonales se coupant en O.

Coordonnées
On note M (x,y) avec :
x: Dabscisse, qui est la distance algébrique entre le point O et le projeté de M sur l'axe (Ox)
y:  Vordonnée, qui est la distance algébrique entre le point O et le projeté de M sur I'axe (Oy)
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Repeére local cartésien
Lorsque la coordonnée y est fixée, et que la coordonnée x peut varier, le point M décrit une ligne
coordonnée-x parallele & (Oz). Le vecteur

d0M (z,y)
oz

qui est tangent a la ligne coordonnée, est donc égal au vecteur directeur de la droite (Ox) : i. De la méme
maniere, le vecteur
—
O0M (z,y)
Ay

est donc égal au vecteur directeur de (Oy) : ; Comme 7 et ; sont normés, le repere local cartésien est
donc directement donné par :

HOM BgiM
- Ox - — Yy hrd
€r = =1 et €y = =
v o0M Y o0M J
oz Jy

Dans le cas du repere cartésien, les vecteurs de base du repéere local sont donc identiques aux vecteurs de

base du repere cartésien global (O, i, 7)

Vecteur position
Le vecteur position OM s’exprime alors de la fagon suivante :

—
OM = zéy + ye, (2.1)

I1.2 Coordonnées polaires

Un autre facon de repérer un point M dans un plan est d’avoir recours a la distance a laquelle il
se trouve d’un point de référence et de considérer ensuite I’angle entre la direction donnée par la droite
(OM) et une direction de référence. Ce sont les coordonnées polaires. Les éléments de référence et les
coordonnées du systeme polaire sont illustrés sur la figure (2.2)).

A

O x

FIGURE 2.2 — Systéme de coordonnées polaires

Elements de référence
Les éléments de référence par rapport auxquels sont définies les coordonnées polaires sont :
— un point origine O
— une demi-droite orientée (Ox).
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Coordonnées
On note M (p, ¢) avec :
p: lalongueur du rayon vecteur de O & M. La distance p est toujours positive : p € [0, +o0].
¢ Vangle polaire, qui est 'angle entre les droites (Ox) et (OM). Exprimé en radians, il est compris
entre zéro et 27 : ¢ € [0, 27].
Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires, et vice versa, s’effectue a l'aide des
relations géométriques :

(22 omo Lo = VTP o)

y = psing tang = y/x

Notons que le rapport y/x ne définit pas complétement angle ¢ puisque tan ¢ = tan(¢+ 7). En toute
rigueur, 'angle ¢ est défini par les deux relations :

{cosqﬁ = z/\/x?+y?
sing = y/\aT e

Repére local polaire
On cherche a déterminer les deux vecteurs unitaires du repere local polaire, définis a partir de la
fonction vectorielle OM (p, ¢) comme défini dans le paragraphe :

90M 0OM
- dp - J¢
€ = T— et €p =
P o0M ¢ o0M
dp 9¢

—
L’expression de la fonction vectorielle OM dans le repere cartésien est connue, et est donnée par 1’équation
2.1)) :
(2.1) o

OM = zé, + yéy
Par ailleurs, les équations (2.2)) montrent que x et y sont des fonctions de deux variables : p et ¢. La
fonction vectorielle OM peut donc s’exprimer comme :

OM(p,¢) = x(p,d) & +y(p,d) &,

= pcos¢ ey, + psingéy
La dérivée partielle de OM par rapport & p peut alors s’écrire :

—
PN _ D (peosord) + - (psing )
—— = —(pcospé,)+ — (psinge
ap 3p P x ap P Yy
L’angle polaire est considéré comme constant dans la dérivée partielle par rapport a p, et les vecteurs
de la base locale cartésienne €, et €, sont égaux aux vecteurs de la base cartésienne globale i et j
respectivement. Ils restent inchangés lors de la variation de p. On peut donc réécrire :

s
o0M = @cosgi)é},; + @sinqbéy

dp ap ap

= cos¢ €&, +sing e,

—
M
oM =/cos2 ¢ +sin?p =1
dp

‘é'p:cos¢é’m+sinqbé'y‘

On en déduit donc que :

Et finalement on obtient :

On procede de la méme facon pour déterminer le vecteur €. On calcule la dérivée partielle de OM
par rapport & ¢ :
——
aOi‘M*g( COS¢€)+2( sing €,)
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La distance p est considérée comme constante, et les vecteurs de la base locale cartésienne restent invariant
par rapport a ¢. La dérivée partielle de OM par rapport a ¢ se réduit donc a :

30—J\>/I ~ Ocos¢ s +asin¢> z
= —psingé, +pcose ey,
et N
M
% :\/p251n2q§—|—p2cos?¢):p car p>0

—
Finalement, en divisant la dérivée partielle de OM par rapport a ¢ par sa norme, on obtient :

—

‘ed,:fsingbe}Jrcosgbéy‘

On peut vérifier que les vecteurs de base du repere local sont construits de telle sorte qu’ils soient
orthonormaux. Leur normalité est vérifiée par construction, leur produit scalaire est nul :

—

€y Cp = (co5@ & +5inG &) (~sing &, +cos g &) =0

ce qui confirme leur orthogonalité.

Vecteur position
Le vecteur position OM s’exprime dans la base locale polaire de la facon suivante :

OM = p é, (2.3)

IIT Systemes de coordonnées en dimension trois

ITI.1 Coordonnées cartésiennes

Les éléments de référence et les coordonnées du systéme cartésien sont illustrés sur la figure ([2.3)).

4
e
| M
o €y
€ !
Z |
I
. I
k |
Ly
o 7j —
:L-/‘.‘ ’ :/’ Y
1 ",
,,,,,,,,,,, J
H

FIGURE 2.3 — Eléments de référence du systeme de coordonnées cartésiennes dans ’espace a trois dimen-
sions

Elements de référence
Les éléments de référence par rapport auxquels sont définies les coordonnées cartésiennes sont :
— un point origine O
— trois droites orientées orthogonales se coupant en O.
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Coordonnées
On note M (x,y, z) avec :
x: Dabscisse, qui est la distance algébrique entre le point O et le projeté de H sur l'axe (Ozx). Le
point H est lui-méme le projeté de M dans le plan (zOy).
y: LPordonnée, qui est la distance algébrique entre le point O et le projeté de H sur axe (Oy).
z 1 la cote, qui est la distance algébrique entre le point O et le projeté de M sur laxe (Oz).

Repére local cartésien
En suivant le méme raisonnement que pour les coordonnées cartésiennes dans le plan, on identifie les
vecteurs de la base locale aux vecteurs de la base cartésienne globale (4, j, k) :

d0M f?giM d0M
— oz - — Y 2 — Oz ¢
e = =1 e = = e = = k
o 90M Y ooni| 7 z 90M
ox dy Oz

Vecteur position
Le vecteur position OM s’écrit de la fagon suivante :

—
OM = zé, + yé, + z€, (2.4)

II1.2 Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques reperent un point M dans l'espace a trois dimensions en utilisant les
coordonnées polaires dans le plan (zOy), et la cote z comme troisieme coordonnée. Les éléments de
référence et les coordonnées du systéme cylindrique sont illustrés sur la figure (2.4]).

FIGURE 2.4 — Systeme de coordonnées cylindriques

Elements de référence
Les éléments de référence par rapport auxquels vont étre définies les coordonnées cylindriques sont :
— un point origine O,
— une demi-droite orientée (Ox), identique & celle utilisée pour les coordonnées polaires,
— un axe (Oz) perpendiculaire au plan (zOy).

Coordonnées
On note M (p, ¢, z) avec :
p: lalongueur du rayon vecteur de O & H, ot H est le projeté de M sur le plan (zOy). C’est donc
la distance de M a l’aze (Oz), et non plus au point O. Elle est toujours positive : p € [0, +00]
¢ Vangle azimutal, qui est angle entre les droites (Ox) et (OH). Exprimé en radians, il est compris
entre zéro et 27 : ¢ € [0, 27|
z: la cote, qui est la distance algébrique entre le point O et le projeté de M sur 'axe (Oz).
Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées cylindriques, et vice versa, s’effectue a 'aide
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des relations géométriques :

T = pcos¢ p = /22 +y?
Yy psing & tang = y/x (2.5)
z z z = z

La méme remarque qu’au paragraphe peut étre faite a propos de la définition de ¢.

Repeére local cylindrique
Le repere local cylindrique (M, €,, €y, €,) est déja connu. Il est constitué des trois vecteurs de base :

90OM O0OM OOM
g = Op e = o¢ e, = dz
P |ooM *~ Toont 7 |soM
op oo 0z

Les vecteurs €, et € sont définis par la direction et le sens de déplacement du point M lorsqu’on fait
varier p et ¢. Ils sont identiques pour les coordonnées cylindriques et polaires. Par ailleurs, €, est le méme
vecteur que celui défini pour les coordonnées cartésiennes. Donc :

€, = cos@éy+singey,
€y = —sin ¢ &, + cos ¢ €,
&, =k

On vérifie que la base construite par cette méthode est orthonormale :

g, 8 =0 et &-8&=0 et &-&=0

Vecteur position
Dans le repere local, le vecteur position OM s’exprime simplement :

s
OM = pé, + ze. (2.6)

Surface coordonnée
Lorsqu’une des trois coordonnées cylindriques est fixée le point M décrit les surfaces coordonnées :
p =constante : M décrit un cylindre infini d’axe (Oz),
¢ = constante : M décrit un demi-plan limité par 'axe (Oz),
z = constante : M décrit un plan parallele a (zOy).

I11.3 Coordonnées sphériques

Le repérage d’un point en coordonnées sphériques s’effectue a ’aide d’une distance et de deux angles,
comme illustré sur la figure (2.5, ol sont représentés les éléments de référence et les coordonnées du
systeme sphérique.

Elements de référence
Les éléments de référence par rapport auxquels sont définies les coordonnées sphériques sont :
— un point origine O
— deux demi-droites orientées (Ozx) et (Oz).

Coordonnées
On note M(r,0,¢) avec :
r: la longueur du rayon vecteur de O & M. Elle est toujours positive : r € [0, +o0|
0 :  Tangle polaire, ou colatitude, qui est ’angle entre les droites (Oz) et (OM). Exprimé en radians,
il est compris entre zéro et 7 : 6 € [0, 7]
¢ TVangle azimutal, ou longitude, qui est 'angle entre les droites (Ox) et (OH), ou H est le projeté
de M sur le plan (zOy). Exprimé en radians, il est compris entre zéro et 27 : ¢ € [0, 27|
Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques, et vice versa, s’effectue a ’aide des
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FIGURE 2.5 — Systeme de coordonnées sphériques

relations géométriques :

r = Va?+yr+2?

r = rsinfcoso -
y = rsinfsing & ¢ cos = ——— (2.7)
z = rcosf Vo2 +y? + 22

tang = y/x
La méme remarque qu’au paragraphe peut étre faite & propos de la définition de ¢.
Repére local sphérique

Les trois vecteurs de base du repere local sphérique sont déterminés a partir de la fonction vectorielle
OM/(r,0, ¢) par les définitions :

— — )
d0OM O0M 6%\/[
~ or ~ 96 >
e = €p = > et €p =
" o0M 0 o0M ¢ o0M
or 00 ¢

L’expression de la fonction vectorielle OM dans le repere cartésien dans ’espace a trois dimensions est
donnée par 1’équation ([2.4)) :

= . R R

OM = zéy + ye, + 2€,

Les équations (2.7) traduisent le fait que z, y et z sont des fonctions des trois variables : r, 6 et ¢, et
permettent de réécrire la fonction vectorielle OM comme :

—
OM(r,0,¢) = x(r,0,0) e +y(r.0,¢) e, + 2(r,0,¢)e;
= rsinfcos¢ e, +rsindsingéy +rcosb e,

—
La dérivée partielle de OM par rapport a r s’écrit alors :
—
oOM 0 0
5 = B (rsinfcos¢e,) + o (rsin@sin¢ €,) + o (rcosf é,)

Dans la dérivée partielle par rapport & r, toutes les variables sont considérées comme constante sauf r,
et les vecteurs de la base locale cartésienne é,, €, et €, ne dépendent pas de r. On peut donc réécrire :

—
ooM  O(r) . S . o .
= = W.(snu‘)cosgi)emJrsthSIH(zSey+Cost9ez)

= sinfcos¢ €, +sinfsin¢ €, + cosb &,
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On en déduit que :

S
M 1/2
8(8)7" ‘ = (sin2 0 (cos® ¢ + sin” ¢) + cos? 9) =1
—
1

Et finalement on obtient :

€, =sinfcos ¢ €, +sinfsin ¢ €y, + cosb €,

On procede de la méme fagon pour déterminer les vecteurs €y et €. On calcule la dérivée partielle de

——
OM par rapport a 6 et ¢ respectivement :

s
O0OM 3] ) - 0 e S 0 S
50— 79 (rsinfcos¢é,) + 20 (rsin@sing é,) + 20 (rcosf é,)
OOM

= g(rsinHCOS(bé'x) + g(rsin@singﬁé’y)—k 2(rcos@é},)

Br) B L0) 0¢

La distance r est considérée comme constante, et les vecteurs de la base locale cartésienne sont invariants
par rapport a 6 et ¢. Les dérivées partielles de OM par rapport a 0 et ¢ se réduisent donc a :

H .
agieM = asalge.(rcos¢e}+rsin¢é'y)+%.(réz):TCOSGCOS¢€I+TCOSQSin¢é’y—rsin9€z
—
% .
% - aCaO;¢.(rsin9é’w)+881n¢.(rsin¢9€y):—rsinGsinqﬁé;—i—rsianosq’)é'y

dont les normes valent :

e
1/2
%TM = <T2 cos® 6 (cos? ¢ + sin? ¢) 4% sin? 9) =7 car r>0
—_—
1
et :
OM 1/2
qub = (7"2 sin? § (cos? ¢ + sin? ¢) ) =rsinf car r>0etfe0,n]
—
1

Finalement, en divisant les dérivées partielles par leurs normes respectives, on obtient :

€p = cos B cos ¢ €, + cosfsing €, —sinb €,

—

» = —singé; +cospéy,

On peut vérifier que les vecteurs de base du repere local sont orthonormaux. Leur normalité est assurée
par construction, et leur produit scalaire est nul :

€ -8 = (sinfcos¢é, +sinfsing e, +cosde,)- (cosbcospé, + cosfsing €, —sinb &)
= sinfcosf (cos® ¢ + sin? ) —sinfcosf = 0
—_———

1

€ €y = (cosOcos¢e, +cosfsinge, —sinfe,)  (—singe, +cosgpéy) =0
= —cosfcos¢gsing + cosfcospsing =0
€ -6y = (sinfcos¢é, +sinfsinge, +cosbe,): - (—singé, +cosgpéy) =0

= —sinfcos¢sing +sinfcospsing =0

ce qui confirme leur orthogonalité.

Vecteur position
Le vecteur position OM s’exprime dans la base locale sphérique tout simplement comme :

OM =ré, (2.8)

30



Surface coordonnée
Lorsqu’une des trois coordonnées sphériques est fixée le point M décrit les surfaces coordonnées :
r = constante : M décrit une sphere de centre O, d’ou le nom des coordonnées,
0 = constante : M décrit un cone d’axe (Oz),
¢ = constante : M décrit un demi-plan limité par 'axe (Oz).

IV Dérivées des vecteurs de base locaux

La direction et le sens des vecteurs de base des reperes locaux en coordonnées polaires, cylindriques
et sphériques, dépendent de la position du point M. En d’autres termes, si le point M se déplace, les
vecteurs de base locaux changent de sens et de direction. En conséquence, si une grandeur physique
est exprimée en fonction des vecteurs de base locaux, comme la position ou la vitesse par exemple, les
dérivées de cette grandeur vont faire appel aux dérivées des vecteurs de base locaux.

Les vecteurs de base €y, €, et €, sont constants. Pour calculer les dérivées partielles des vecteurs de
base locaux, il suffit donc d’exprimer ces derniers sous la forme de combinaison linéaire des vecteurs de
base cartésiens.

IV.1 Coordonnées polaires

Dans la base de coordonnées polaires, le point M est associé au repere local (M, €,,€y), avec :

{

Les dérivées partielles des vecteurs de la base locale sont donc :

= COS ¢ €y + sin¢ €y
= —sin¢gé, +cos¢péy

[T
@lbl

0e, - O0€

ai;:() aiqf:—sin¢€m+cos¢€y:€¢
e, - o

%:O ai;:—cosqﬁe}—singZ)Ey:—@

IV.2 Coordonnées cylindriques

Dans la base de coordonnées cylindriques, le point M est associé au repere local (M, €,, €4, €,), ot on
rappelle que :

D’apres les résultats du paragraphe les dérivées partielles des vecteurs de la base locale sont donc :

= cos ¢ €, + sin¢ €y
= —singé, +coseéy

[T
ﬂlbl

9, 5 9% __ 9%, _g
R PR Y Pl
9y 5 %% _ 5 9% _g
a0 e e Y
oe. . 0¢. - 0¢. -
3p_0 0¢>_0 82_0

IV.3 Coordonnées sphériques

Dans la base de coordonnées sphériques, le point M est associé au repere local (M, €, €y, €y), avec :

= sinf cos ¢ €, +sinfsin¢ €, + cosf €,
cosfcos ¢ €, + cosfsing ey —sinf e,
—sing €, +cos¢ &,

é,
€y
€
Les dérivées partielles des vecteurs de la base locale se calculent donc de la fagon suivante :
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oe. - Jeé, R S o oe, . o . .

;T =0 869 = cosf cos ¢ €, + cosOsing €, —sind €, 66<;5 = —sinfsin ¢ €, + sinf cos ¢ €,
:é’g :sin@é'¢

0¢€ S 0e e

gzo %:—Sin9008¢é’m—sinﬁsin¢é’y—cosﬁé’z %:—cos@sinqﬁé’z—l—cos@cosqbé’y
= —é, =cosf ey

0e, S 0€, - o€,

%:0 %:O aL(Z:—COS(bé'x—sin(bé’y

= —sinf €, — cosf &

Les résultats des dérivées partielles des vecteurs de la base locale sphérique ne sont pas & connaitre
par coeur ! Il est cependant indispensable de savoir les recalculer.

V Déplacement élémentaire d’un point

V.1 Cas général

On considere un point M repéré par trois coordonnées u, v et w dans ’espace & trois dimensions.
Dans le cas du systéeme de coordonnées sphériques par exemple, on a u = r, v = € et w = ¢. Si chaque
coordonnée u, v et w subit une variation arbitraire infinitésimale du, dv et dw, le point M se déplace
vers le point M’. Le déplacement élémentaire, ou infinitésimal, du point M vers M’ est défini par la
différence :

— — e
dOM = OM'(u + du,v + dv, w + dw) — OM (u, v, w)

—

Le déplacement élémentaire est donc la différentielle de la fonction vectorielle OM, telle qu’elle a été
définie au paragraphe du chapitre |A| pour une fonction vectorielle f quelconque. D’apres la relation
(1.18) on peut réécrire le déplacement élémentaire en fonction de ses dérivées partielles :

— — —
doni = 29M 4, L 2OM ,,  9OM
ou ov ow

En appliquant cette définition aux différents reperes cartésien, polaire, cylindrique et sphérique, on va
exprimer le déplacement élémentaire dans chaque systeme de coordonnées.

V.2 Coordonnées cartésiennes

Il s’agit du cas le plus simple, puisque :

et qu’on a directement :

oo _ . . 9OM __ 90M __

or " oy Y 9z -
Donc :

dOM = dz &, + dy &, + dz .
V.3 Coordonnées polaires
En coordonnées polaires O—]\>4 = pé,. Donc :
— —
M €, M € €
OOM _ 9(pé,) _e et 9OM _ 0(pép) :p% s

op ap ¢ (ol o

d’apres les résultats du paragraphe Donc :

—
dOM = dp &, + pd &,
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FIGURE 2.6 — Déplacement élémentaire en coordonnées polaires

La figure illustre la construction géométrique du déplacement élémentaire. Le point M est a la
distance p du point de référence O, et la droite (OM) fait un angle ¢ avec I'axe (Ox). On fait varier p d’une
distance élémentaire dp, puis ¢ d’un angle infinitésimal d¢. En conséquence, le point M se déplace d’une
longueur dp le long de la droite (OM), puis d’une longueur pd¢ le long de 'arc de rayon p + dp. On peut

en déduire graphiquement les composantes du vecteur dOM sur la base polaire : dOM = dp €, + pd¢ €.

V.4 Coordonnées cylindriques

FIGURE 2.7 — Déplacement élémentaire en coordonnées cylindriques

. o — -, . . . .
En coordonnées cylindriques OM = p €, + z €,. En reprenant les résultats des coordonnées polaires
et cartésiennes on peut directement écrire :

dOM = dp @, + pde & + dz €,

La figure illustre la construction géométrique du déplacement élémentaire. Le point M est a la
distance p et a la hauteur z du point de référence O, et la droite (OH) fait un angle ¢ avec 'axe (Ox).
On fait varier p d’une distance élémentaire dp, puis ¢ d’un angle infinitésimal d¢, et enfin z d’une distance
dz. En conséquence, le point M se déplace d’une longueur dp le long de la droite parallele & (OH ), puis
d’une longueur pd¢ le long de l'arc de rayon p + dp, et enfin d’une hauteur dz. On peut en déduire

—
graphiquement les composantes du vecteur dOM sur la base cylindrique : dOM = dp €, + pd¢ ¢y + dz €.
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V.5 Coordonnées sphériques

, , . —— o
En coordonnées sphériques OM = r é,.. Donc :

00M  ore)

or B ar er
o0M ore)  oe
o0~ o0 ee
o0M are) o
W = 90 :ra—(b:rsmﬂ%

d’apres les résultats du paragraphe [[V.1] Donc :

dOM = dr &, + rdf & + rsin 0d¢ &

Exercice

Entrainez vous a dessiner la construction géométrique de dOM pour vous familiariser avec le dessin
en trois dimensions et les variations des coordonnées dans ’espace.
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Chapitre 3

Calcul intégral

Ce chapitre a pour but de présenter les méthodes de calcul des intégrales doubles et triples, ainsi que
quelques unes de leurs applications, apres un rappel sur les intégrales simples. Les questions mathématiques
de définition, de continuité, et de toutes caractéristiques potentiellement pathologiques des fonctions sont
reportées vers le cours de mathématiques per se.

I Intégrales simples

I.1 Primitive

Le calcul différentiel et les dérivées, traités au chapitre 1, sont complémentaires de la problématique
du calcul intégral. En effet, le calcul intégral consiste essentiellement & trouver les fonctions F(z) qui ont
pour dérivée la fonction f(x) supposée continue sur un intervalle fermé [a, b].

Définition :
On considere une fonction f(x) d’une variable réelle x, continue sur un intervalle fermé quelconque
[a,b], tel que a < b :

f*R — R
r = y=f(v)
Les fonctions primitives F(z) de f(x) vérifient I’égalité :
F'(z) = f(x) Vz € [a,b]
D’aprés la définition de la différentielle d’une fonction d’une variable réelle, on peut réécrire :

_ dF(z)

F'(x) T

On note les fonctions primitives a 1’aide du symbole :

F(x):/dF:/f(:c)dx

On parle des fonctions primitives au pluriel, car il en existe une infinité. En effet, si f(x) admet F(x)
comme fonction primitive, alors les fonctions G(z) = F(z) + C, ou C est une constante, sont également
des fonctions primitives de f(x) puisque :

[F(x) +C) = F'(x) = f(x)

Exemple :

Sur I'intervalle ] — oo, +00[, la fonction F(z) = 2% + 5z est une primitive de la fonction f(z) = 2z +5
puisqu’on peut vérifier par dérivation que :

[F(x)] = [2* +52) =22+ 5
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La fonction f(z) admet également comme fonctions primitives G(x) = 2% + 5z +3 et H(x) = 2>+ 52+ C
ou C est une constante quelconque.

I[.2 Intégrale définie au sens de Riemann

Une méthode pour définir I'intégrale d’une fonction f sur un segment [a,b] est d’avoir recours & la
notion d’aire. On considére une fonction f définie et continue sur un intervalle quelconque [a, b], tel que
a < b, comme illustré sur la figure (3.1). On divise le segment [a,b] en n parties de tailles comparables

Y
e
—
I
o
| | ,
! |

| ! ! :
I | I | ,

I I
| : | : !
/ R
I | I | H
I | I I \
I | I I I

I I
I : | : !
I | | | !
| i | I !
| | | \ !
| | | \ !
| | | \ !
| i | I !
| i | I !
I I !

0 a=xy T1 T2 T3 Ty T3 b=z X

FIGURE 3.1 — Illustration de l'interprétation géométrique de I'intégrale définie.

environ égales a (b — a)/n, en choisissant n x; réels tels que :
a=xg <1 <Toa<--<xp=>

On approche f par une fonction constante sur chaque intervalle, qui prend la méme valeur que f au début
de l'intervalle. On obtient ainsi une succession de rectangles ayant chacun pour aire f(x;—1).(x; — z;—1).
On construit alors la somme de Riemann de f associée & la subdivision de [a, b] :

Sp = Zf(xi—1)~(37i —Ti-1)

On peut penser que cette somme va converger vers laire totale comprise sous la courbe y = f(x) si n
tend vers l'infini et que 'approximation de f est d’autant plus proche de f que les intervalles de style
[,z + €] sont petits. C’est la définition de I'intégrale au sens de Riemann.

Définition : intégrale au sens de Riemann

On considére une fonction f continue sur une intervalle [a,b]. Quelle que soit la fagon de subdiviser
I'intervalle [a, ], la suite des sommes de Riemann de f converge et permet de définir 'intégrale de f
sur [a,b] :

b
/ f(x)dx = lim S,
a n—oo

La fonction S(x), qui représente 'aire sous la fonction f délimitée par 'axe (Ox) et les droites = a et
x, est une primitive de f. En effet, si on considere I'accroissement Az de x, 'accroissement correspondant
de S, noté AS, est compris entre les aires :

f(z).Az < AS < f(x + Az).Ax
soit :

flx) < Tj < flx + Ax)
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Si l'accroissement Az tend vers zéro, alors f(x + Axz) — f(x), car f est supposée continue. Alors la
fonction 22 tend vers f(z) :

lim as_ S'(z) = f(x)

Az—0 Az n

La fonction S(z) est donc une primitive de f, puisque sa dérivée est égale & f. Si maintenant on considere
une primitive F'(z) quelconque de f, on obtient :

S(z) = Fx)+C avec C € R
et S(a) = Fla)+C=0
donc S(x) = F(z)— F(a)

L’aire totale I comprise sous la courbe f sur 'intervalle [a, b], qui correspond & S(b), s’écrit donc :

Définition : intégrale définie sur un segment
L’intégrale définie de la fonction f sur Pintervalle [a,b], ot f est supposée continue, est symbolisée
par :

b
1= / f(@)dz = [F(x)]’, = F(b) — F(a)

avec F'(x) une fonction primitive de f.

1.3 Propriétés

1. Linéarité :
Soient f et g deux fonctions intégrables sur 'intervalle [a, ], et A et p deux nombres réels :

/ab(/\f(x) + pg(x))de = /\/ab f(x)dx + u/abg(x)da:

2. Multiplication :
Si f et g sont deux fonctions intégrables sur l'intervalle [a, b], alors leur produit fg est également
intégrable et :

b b
/ f(@)g (@)dz = [f(2)g(@)]’ - / F(2)g(x)de

Cette relation permet d’intégrer par parties, et son utilisation sera illustrée au paragraphe suivant.

3. Bornes :
Soit f une fonction quelconque intégrable sur Uintervalle [a,b] :

flx)de = 0

a

b a
flz)de = —/ f(z)dx

b
’ fa)da / " f(a)de + / ’ fa)de

a

1.4 Quelques méthodes de calcul de primitives

Le principe général du calcul d’intégrales consiste a faire apparaitre dans 1’élément différentiel a
intégrer des dérivées de fonctions connues. Par exemple, la dérivée de cosx est — sin z, une primitive de
sinz est donc —cosz :

/sinxdx =—cosz+C

Une fois la primitive connue, l'intégrale définie sur un intervalle [a,b] revient simplement & prendre la
différence entre la valeur de la primitive en b et en a.
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Changement de variables

On se propose de calculer [ f(x)dz en utilisant un changement de variables. La méthode de changement
de variables consiste & poser © = ¢(u). La primitive F'(z) de la fonction f(z) = fop(u) = fle(u)] devient
alors G(u) = F o p(u) = F[p(u)], dont la dérivée s’écrit :

G'(u) = F' o p(u).¢'(u) = F'(z)¢' (u)

d’apres les régles de composition du calcul des dérivées. Par ailleurs F'(z) = f[p(u)], puisque F' est une
primitive de f, et de = dp(u) = ¢’(u)du d’apres la définition des différentielles. On peut donc réécrire :

[ o= [ el wdu= [ F@)p'widn = G6w) +C

Dans le cas d’une intégrale définie sur un segment [a,b], il ne faut pas oublier que le changement de
variables induit un changement des bornes de l'intégrale. Elles doivent étre exprimées sur la nouvelle

variable d’intégration w :
~1
r = a u = ¢ (a)
{x = b é{u = ¢ )

olt ¢~ 1(z) est la fonction inverse de p(u).

Exemple 1

On se propose de calculer :
I= /cos(3x) dz

Il s’agit donc de trouver la fonction dont la dérivée est égale a cos 3z dx. L’élément différentiel ressemble
a cosu du, sauf que dzr n’est pas la différentielle de 3z, mais de . On pose donc :

u =3z donc du = 3dx

L’intégrale devient :

d 1 1 i
I:/cosugu = §/cosu du = gsinu: sm33:n +C avec C € R

Exemple 2

On se propose de calculer :
7— / dx
) (14 x2)2

x = tanu donc dx = (14 tan?u) du

I_/(1+tan2u)du_/ du
N (1+tan?u)2 ) (1+tanu)

Sachant que 1+tan?u = 1/ cos? u et que 2 cos? u = 1+cos 2u (régles de trigonométrie), on peut simplifier :

en utilisant le changement de variable :

L’intégrale devient :

1
I= / 5(1 + cos2u) du
On effectue un nouveau changement de variables :

t=2u soit dt = 2du

pour obtenir :

1 1 in 2 1 in(2 arct
I:/Z(l"‘COSt) dt = 3 (u+51n2 u) =3 (arctanx—i-Sln(ar;anx))

Sachant que sin 20 = 2sin 6 cos , que sin(arctanx) = x/v/1 + 22 et que cos(arctanz) = 1/v/1+ 22 on a
finalement :

T
arctan z + +C
1+ 22

N —

1
I= 3 (arctan x + sin(arctan x) cos(arctan x)) =
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Intégration par parties
L’intégration par parties exploite l'expression de la différentielle du produit de deux fonctions (c.f.
chapitre [1| paragraphe . Si f et g sont deux fonctions continues et dérivables alors la différentielle du
produit f.g s’écrit :
d(f.g) = f.dg + g.df
soit :
fdg=d(f.g) — g.df

[tas = [atto- [oar
19— / g-df

En intégrant on obtient :

puisqu’on sait que [dF = F.

Exemple

On veut calculer :

1= /x.sian.dm
On pose :
flxy=2 don df = f(x)dex=dx
et dg =sin2z de dou g(x) = /dg = /Sin 2z dxr = —% cos 2x

Par intégration par parties on a alors :
1 1
I=f(x).g(x) - /g(w)df(x) =z (—2 cos 2x> - / (—2 cos 2$) dz

1
I = —gcos%c—i— Zsin2x+C

soit :

IT Intégrales multiples

La notion d’intégrale simple est généralisée dans ce paragraphe. Les propriétés des intégrales sont
identiques et ne seront pas rappelées. L’accent sera mis sur les regles pratiques de calcul.

I1.1 Intégrales doubles
II.1.a Introduction

On considere une fonction de deux variables f(M), définie sur un domaine D de l'espace des réels a
deux dimensions R?. On a vu au paragraphe du chapitre [1] que la représentation graphique de f est
une surface ¥ : a chaque point M du plan (zOy) est associée une cote z = f(M). Si on entoure le point
M d’une surface infinitésimale do, alors le volume du prisme infinitésimal représenté sur la figure (3.2)
est égal & f(M).do. En effectuant la somme sur tous les volumes des prismes pour chaque point M du

domaine D on obtient l'intégrale double :
1= // f(M) do
D

Cette intégrale représente le volume algébrique compris entre le plan (zOy), délimité par le domaine D,
et la surface 3.
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do

M

FI1GURE 3.2 — Tllustration de 'interprétation géométrique de l'intégrale double.

II.1.b Coordonnées cartésiennes

En coordonnées cartésiennes, le point M est repéré par 'abscisse x et ’ordonnée y dans le plan (zOy).
L’élément de surface do est obtenu en faisant varier infinitésimalement x de dx et y de dy, a partir du
point M. Il s’agit donc d’un rectangle infinitésimal dont la surface est do = dxdy. L’intégrale double

s’écrit alors :
1= || 1w dody
D

Le calcul d’une intégrale double peut s’interpréter graphiquement, comme illustré sur la figure (3.3).

S . )]
do [ = .
Y
Tmaz fooeeeeneeiee
x S,

Ficgure 3.3 — Illustration de linterprétation géométrique de l’intégrale double en coordonnées
cartésiennes.

Pour une valeur donnée de x, comprise entre x,,;n €t Tymee du domaine D, on fait varier x de dx. On
définit ainsi une coupe d’épaisseur infinitésimale dx en z, parallele au plan (yOz). Cette coupe a pour
volume dr, = S,dx, ou S, est la surface de la coupe. Le volume total recherché, compris entre le plan
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(zOy), délimité par le domaine D, et la surface ¥, est donc la somme des volumes infinitésimaux dr, :

I = // flx,y) dedy :/ - dry :/ " S, dx
D T x

min min

Dans ce calcul, il reste & déterminer la surface S,. Il s’agit de la surface délimitée par la courbe z = f(z,y)
pour z fizé et le droites verticales ¥ = Ypmin(x) €t ¥ = Ymaz (), soit de :

Ymaz (T)
Sy = / f(x,y) dy
Y

min (I)

Finalement, une intégrale double sur un domaine D se calcule comme une succession de deux intégrales

simples :
Tmax Ymaw ()
I://Df(x,y) dxdy:/ (/ o f(@,y) dy)dx

Notons qu’il est tout a fait possible d’inverser les roles de x et de y, et de calculer les deux intégrales

dans l'ordre inverse :
Ymazx 17nam(y)
1= | s sty = [ [ sy de ) dy
D Ymin afnm'n(y)

comme le montre la figure (3.4) pour un domaine elliptique. Avant de calculer une intégrale double, il est

FIGURE 3.4 — Parcours du domaine d’intégration D suivant x ou y.

donc souvent intéressant de représenter graphiquement le domaine d’intégration D pour pouvoir choisir
une formule plutét que ’autre.

Exemple :

On considere le domaine d’intégration D = {(z,y) € R? / 0 < x;22 < y < 1}, et la fonction
f(x,y) = 3. On se propose de calculer :
1= // y> dady
D

On commence par représenter le domaine D, comme sur la figure (3.5)). Dans un premier temps, on choisit

d’effectuer I'intégrale en fixant y, et en intégrant une premiere fois par rapport a x, puis par rapport a y.

Pour une valeur de y, on déduit de I’équation z2 . (y) = y que :

Tmaz(Y) = VY
wmin(y) =0

On voit également que Ymin = 0 et ymax = 1. On peut donc réécrire I :

1

N ' vy ' ! 2 2
0 0 0 0 0 0 9 o 9
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2
— =x
Ymax = 1 Y
_ .2
Ymin [= T
T €T
Tmin =0 ZTmax = Y2 1

FIGURE 3.5 — Domaine D, sous-domaine de [0, 1] x [0, 1] au dessus de la courbe y = z2.

Si on effectue I'intégrale par rapport a y d’abord, en fixant x, les bornes deviennent :

Et le bornes en x sont z,;, = 0 et . = 1. On peut ainsi réécrire I :

1 1 1 471 1 _(2)4 11 _ .8
I:/ (/ y3dy>dx=/ {y} dx:/ wd:c:/l L= 2
0 222 0 4 ',EQ 0 4 0 4 9

On montre bien que les deux méthodes permettent d’obtenir le méme résultat.

II.1.c Calcul de surfaces

On a vu que l'intégrale double d’une fonction de deux variables f sur une domaine D correspond au
calcul du volume sous la surface ¥ et au dessus D (c.f. figure (3.2))). Si la fonction f est constante, et plus
particulierement égale a 1, alors I'intégrale double mesure la surface du domaine D :

I:SD:// ldo
D

En coordonnées cartésiennes, on calcule donc la surface d’'un domaine D en calculant :

SD:// dxdy
D

Exemple :
On se propose de calculer 'aire A de la région comprise entre les deux paraboles y = 422 et y = 6—222,

entre les points £ = —1 et & = 1. Cette région est illustrée sur la figure (3.6]).
L’aire du domaine est donnée par :

1 6—222 1 . L X
A= / (/ dy) dr = / 02 g = / (6-22%—402)d — / (6-627)de = [o— 2] =3

II.1.d Intégration sur un pavé : variables séparées

En reprenant les notations du chapitre |2, on considere I'intégrale double :

Iz//Df(um) dudv
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FIGURE 3.6 — Domaine D délimité par les courbes y = 6 — 222 et y = 422, pour x € [—1,1].

ou f est une fonction de deux variables u et v, qui peuvent représenter n’importe quel type de coordonnées
du point M, et telle que f(u,v) = g(u)h(v). Si le domaine d’intégration D est un pavé, c’est a dire que
les bornes vy,q. (1) €t vpin(u) sont indépendantes de u, alors on peut séparer les intégrales :

Umax U?naa;(u) Umax Umax
I= / / flu,v) dv | du = (/ g(u) du> (/ h(v) dv>
Umin Umin (U) Umin Vmin
On explique au paragraphe[[I.3|comment effectuer un changement de variables dans une intégrale multiple.

Appliquer un tel changement a essentiellement pour but d’obtenir un domaine d’intégration qui soit un
pavé pour les nouvelles variables d’intégration. Le calcul d’intégrale multiple en est tres simplifié.

I1.2 Intégrales triples
I1.2.a Introduction

On considere une fonction f de trois variables, définie sur une région R de ’espace des réels a trois
dimensions R3. La représentation graphique de f nécessiterait de pouvoir dessiner quatre dimensions,
puisqu’on fait varier le point M dans R et qu'il faut reporter une quatriéme composante : f(M). On
dit que f est une hyper surface. Si on entoure le point M d’un volume infinitésimal dr, alors 1’élément
f(M).dr est un hyper prisme infinitésimal. La somme de tous les hyper prismes pour tous les points M

de R est lintégrale triple :
I= // f(M) dr
R

Comme pour les intégrales doubles, les intégrales triples se calculent par une suite de trois intégrations
successives, symbolisées par le signe [[[.
II.2.b Coordonnées cartésiennes

Par analogie avec les intégrales doubles, 1’élément de volume en coordonnées cartésiennes s’écrit
dt = dxdydz. C’est un parallélépipede rectangle, qui s’obtient en faisant varier z de dz, y de dy et z

de dz. L’intégrale triple devient :
I= // flz,y, 2) dedydz
R

Pour déterminer les bornes d’intégration, on procede par découpage du domaine pour effectuer des
intégrations successives, comme pour les intégrales doubles. Par exemple, un domaine d’intégration R
est représenté sur la figure . Pour une abscisse x fixée, variant entre x,,;, €t T,qz, ON coupe une
"tranche” du domaine, de surface S, qu’on peut représenter dans le plan (yOz). Pour le calcul de S,,
on applique la méme méthode que pour les intégrales doubles :

Tmazx Ymaz () Zmaax (T,Y)
I:/ / / f(z,y,2) dz | dy | dx
Tmin Ymin () Zmin (Z,Y)

Les roles de z, y et z sont toujours intervertibles : on a ainsi six possibilités différentes de calcul de I. La
représentation de R est indispensable.
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Zmaz ('7"7 y)

~ Yy - Zmin (3:7 y)

Ymin (l’) Ymaz (I) Y

FIGURE 3.7 — Parcours du domaine R pour calculer une intégrale triple en coordonnées cartésiennes.

I1.2.c Calcul de volumes

Si la fonction f est égale a 1, 'intégrale triple est égale au volume du domaine d’intégration R :

I:///RldT

En coordonnées cartésiennes, le calcul d’un volume s’effectue donc a partir de :

Vr = // dxdydz
R

Exemple :

Passons tout de suite a la pratique, et calculons par exemple le volume d’une calotte sphérique de
hauteur h = R — a, ou R est le rayon de la sphere et a un réel inférieur & R. Il s’agit donc de calculer :

Vr = /// dxdydz
R

avec R = {(z,y,2) €R3 / 2 > 0;y > 0;2 > a; 22 + y? + 22 < R?}. Le domaine R est représenté sur la
figure (3.8)). Si on fixe z et qu’on effectue une ”coupe” de R parallele & (zOy) et passant par z, on obtient

FiGURE 3.8 — Calotte sphérique de hauteur h.

des disques de surface S, délimités par '’équation 22 + % = r2(2) = R? — 22. Le volume de la calotte est

égal a la somme des disques d’altitude z compris entre z,in = @ €t Zpmar = R :

Zmaz=R
Vg = / (// dwdy) dz
Zmin=0a D.
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ot D, est le domaine du plan (x,y) défini par 22 + y? < R? — 22. L’intégrale double sur D, représente
donc laire d’un disque d’altitude z et de rayon r(z) = vV R? — 22 :

S(z) = //D dedy = wr%(2) = (R~ )

Donc :

en fonction de h = R — a.

I1.3 Changement de variables
I11.3.a Meéthode générale

On a vu au paragraphe [.4 que procéder & un changement de variables était une méthode efficace pour
simplifier les éléments différentiels des intégrales, et ainsi trouver les primitives. Il est possible d’appliquer
la méme méthode aux intégrales multiples (double et triple), & l’aide du Jacobien.

Jusqu’ici on a considéré les domaines d’intégration, notés D et R, exprimés en coordonnées cartésiennes.

Pour réécrire l'intégrale triple :
I= // flx,y, 2) dedydz
R

dans un systeme de coordonnées quelconque, ou le point M est repéré par u, v et w par exemple, on
commence par écrire les "anciennes” coordonnées en fonction des nouvelles :

x = z(u,v,w)

y = y(u,v,w)
z = z(u,v,w)

Ensuite, on exprime le nouveau domaine d’intégration R’, image de R dans le nouveau systeéme de
coordonnées. On réécrit également f :

glu,v,w) = f(ac(u7 vy w), y(u, v, w), z(u, v, w))

pour finalement obtenir :

I://Rf(x,y,z) dxdydz:///n,g(u,v,w) | (u, v, w)| dudvdw

ou |J(u, v, w)| est le jacobien du changement de variables. C’est le déterminant de la matrice 3 x 3, appelée
matrice Jacobienne, définie par :

gz Oz Oz

U v w

_ |9y 9y y
J(u,v,w) = 2 E g

I1.3.b Changement de coordonnées

En pratique, les changements de variables les plus souvent utilisés sont les changements de systemes
de coordonnées : passer du systeme cartésien au systéme cylindrique ou sphérique typiquement. On peut
espérer que le domaine d’intégration soit un pavé dans le nouveau systeme de coordonnées, et qu’il
soit ainsi possible d’effectuer les intégrales sur chaque variable séparément. On se propose donc dans
ce paragraphe de traiter ces cas particuliers de changement de variables. Pour cela on va adopter une
méthode géométrique.
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o x

FIGURE 3.9 — Elément de surface en coordonnées polaires.

Coordonnées polaires

L’élément de surface do exprimé en coordonnées cartésiennes est égal a dxdy. Il est obtenu en effectuant
un déplacement infinitésimal du point M suivant chacune des coordonnées, de sorte & créer un élément
de surface. En coordonnées polaires, le point M est repéré par la distance au point O, notée p, et 'angle
polaire ¢ (c.f. chapitreparagraphe 11.2). De la méme maniére, on va déplacer le point M d’une longueur
infinitésimale dp et d’un angle infinitésimal d¢, comme illustré sur la figure (3.9)). L’élément de surface
ainsi formé est assimilable a un rectangle dont la surface est égale au produit des longueurs des cotés :

do = p dpdg

Coordonnées cylindriques

On dessine 1’élément de volume d7 en faisant varier infinitésimalement chacune des coordonnées p, ¢ et
z (figure (3.10)). On obtient ainsi un volume assimilable & un parrallélépipede rectangle, dont le volume
est égal au produit des trois cotés :

dr = p dpdpdz

FIGURE 3.10 — Elément de volume en coordonnées cylindriques.

Coordonnées sphériques
De la méme maniere que pour les coordonnées cylindriques, on fait varier chaque coordonnée d’une
grandeur infinitésimale : r de dr, 8 de df et ¢ de d¢. On obtient le volume d7 représenté sur la figure
B-11) égal &
dr = r?sin 6 drdfde
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x ¢+ do

FIGURE 3.11 — Elément de volume en coordonnées sphériques.

III Intégrales curvilignes

On aborde ici une application des intégrales simples au calcul de longueurs d’arcs de courbes, et aux
intégrales de fonctions de long de ces arcs, appelées intégrales curvilignes.

ITII.1 Courbes

Définition :
Une courbe I dans un espace a n dimensions est une fonction vectorielle d’une seule variable :

7:R— R"

En pratique, on considére des courbes planes (n = 2), ou gauches (n = 3), comme par exemple la
position d’une particule & 'instant ¢ : #(¢). On se limitera dans ce paragraphe aux courbes planes. Celles-ci
peuvent étre définies des fagons suivantes :

— Représentation cartésienne explicite :

La courbe I représente ’ensemble des points M (z,y) du plan qui vérifient :

y = f(z)

— Représentation cartésienne implicite :
La courbe I' est définie a ’aide d’une fonction des deux variables indépendantes x et y, telle que :

g(z,y) =0

Il est parfois possible d’extraire une des variables pour obtenir une représentation explicite, mais
pas toujours.

— Représentation paramétrée :
Les coordonnées des points M appartenant a I' sont des fonctions d’un parametre p qui varie dans

un intervalle de R :
o= f)
(F)'{ y = g(p)

On a ici exprimé I' en représentation paramétrée cartésienne, mais il est possible d’exprimer les
coordonnées polaires du point M en fonction d’un parametre.

Exemple :

Le folium de Descartes est une courbe plane qui forme une boucle, représentée sur la figure ((3.17)). Il
est obtenu par les représentations suivantes :
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FIGURE 3.12 — Folium de Descartes.

équation cartésienne implicite : Y3+ a2 —3zy =0
_ 3p
) . Lo Lo T = {3
€équation paramétrique cartésienne : 4
y = px

II1.2 Longueur d’un arc de courbe plane
III.2.a Courbe bijective en coordonnées cartésiennes

Une fonction f est dite bijective si tout élément y = f(x) n’a qu’'un et un seul antécédent . Dans le
cas le plus simple, une courbe plane I' est définie en coordonnées cartésiennes, a ’aide d’une équation
explicite bijective : y = f(x). Comme illustré sur la figure (3.13)), le théoréme de Pythagore permet alors

d’exprimer la distance dl entre deux points M (x,y) et M'(z + dx,y + dy) appartenant & I" et infiniment
voisins :

dl = +/(dz)? + (dy)?

La longueur totale de I'arc de courbe entre les points M; et Ms est la somme des longueurs infinitésimales

y A

@

F1GURE 3.13 — Illustration d’une courbe I' quelconque définie en coordonnées cartésiennes.

dl le long de la courbe. On note :
L2 = / dl = / (dz)? + (dy)*
/N /N
My Mo M1 M>
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Si la définition de T est explicite, alors on peut écrire :

o d 2
L1 = 1+ <y> dz
dx

Cependant, dans le cas des courbes ayant des enroulements, ou des boucles, ce calcul est impossible. En
effet, il existe alors plusieurs valeurs de  pour une méme valeur de y. On utilise dans ce cas les équations
paramétriques, et la notion d’abscisse curviligne.

II1.2.b Courbe paramétrée

Définition :
On considere une courbe plane I' orientée et a laquelle appartiennent les points My et M. L’abscisse
curviligne du point M le long de T" est une grandeur relative notée :

N\
s(M) = MoM

La valeur absolue de s(M) est égale & la longueur de l'arc de courbe de My & M, et son signe dépend
du sens de parcours arbitrairement choisi de T'.

Si on se place dans le sens de parcours positif de I', et qu’on fait tendre le point M vers le point de

référence M, alors :
~~

MoM — ds

La longueur d’un arc de I" entre deux points quelconques M (p1) et Ma(p2) est alors égale a :

D2
£12 = / ds
p1

—
En pratique, on calcule ds a partir du déplacement infinitésimal dOM. En effet, comme illustré sur la

y A
ul K
P dO—]\>4
o
oy 0
2 §
0 T

~
FIGURE 3.14 — Calcul de ds = MyM quand M — M.

figure (3.14)), si M tend vers My alors :
—— s
ds = ’OM - OMO‘ - ’dOM’
Or, en représentation paramétrique le vecteur ¢ défini par :

dOM
dp

it

est le vecteur tangent & la trajectoire (il s’agit d’un des vecteurs permettant de définir le repére de Frenet,
dont la description dépasse la cadre de ce cours). Donc ds est donné par :

ds = |i] dp
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si le sens positif de parcours de I' a été choisi dans le sens des parametres p croissants.

Exemple : longueur d’un quart de cercle

On considere la courbe plane paramétrée I" définie par :

y
v = Beosp o p € [0,27]
y = Rsinp M, | v
On veut calculer la longueur de ’arc de cette courbe com-
pris entre les points M;(z(p1),y(p1)), avec p1 = 0, et

M;(x(p2), y(p2)) avec po = /2. R

Pour dessiner I' rapidement, on prend quelques valeurs de \ /
p, et on trace les points M (x(p),y(p)) dans le plan (zOy). \ /
La courbe I' est un cercle de rayon R. Les points M; et M, \\ //
correspondent & lintersection du cercle avec les axes (Ox) N -
et (Oy) respectivement.

La longueur d’un arc de courbe entre deux points s’écrit :

£12 = / ds
FIGURE 3.15 — Cercle.

—~~
My M2

On exprime donc ds, sachant que ds = \ﬂ dp avec le vecteur ¢ défini par :

—
- dOM
t= % avec O—J\>/[ = Rcospé, + Rsinpé,
P
On a donc : .
x
— -
P dOM [ dp| _ (—Rsinp
~dp  |dy| \ Rcosp
dp
et on en déduit :
ds = |t] dp = R\/sin® p + cos?p dp = R dp
D’ou : 1
p2=7 - TR
Lis = / Rdp=Rpply* =77
p1=0

I11.3 Intégrale curviligne
IT11.3.a Définition

Si on considére maintenant une fonction f(M), définie en tous points M d’une courbe plane T', on
peut définir I'intégrale de f sur un arc de courbe.

Définition :
Soit f une fonction définie en tous points M d’une courbe plane I'. L’intégrale curviligne I de f sur

~~
l'arc MyMs de I est définie par :
I= / f(M) ds
VS

My Mo

Si I' est définie en représentation paramétrique cartésienne, alors I'intégrale curviligne de f s’écrit :

I= /m f(w(p%y(p)) \/(Z>2 + <fli>2 dp
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I11.3.b Intégrale curviligne d’une forme différentielle

Les formes différentielles ont été définies au chapitre[l] Pour N variables z1, 2, ..., xx, on considére
une forme différentielle w définie par :

N

WZZAi(xla T2, ..., ’I’N) dxz
=1

ol les A; sont les coefficients de w. On consideére par ailleurs une courbe paramétrée I :

tela,b] — OM (1) = Y wi(b)e;

L’intégrale curviligne de w le long de IT" est alors définie par :

b - b N
/Fw:/a w(OM(t)) (dOdJ‘f(t)> dt:/a ;Ai(m, T2, .., aN) 7i(t) dt

Dans le cas simple ot N = 2, et ou on écrit w = P dx + Q dy, on a donc :

b

APdmuww:/ﬁmmmmmfw+Q@mwwwvnﬁ

a

Cas des formes différentielles exactes
Si w est une forme différentielle exacte, et si f est une primitive de w, c’est a dire si w = df, alors on
a:

[w=18)- 1)

~~
AB

pour toute courbe I' d’origine A et d’extrémité B.

IV Calcul de surface

Nous allons maintenant aborder une application des intégrales doubles : les intégrales sur des surfaces
quelconques.

IV.1 Elément de surface

On a vu au paragraphe de ce chapitre qu'une intégrale double s’écrit sous forme générale :

I= //Df(M) do

ou do est I’élément de surface élémentaire du domaine d’intégration D. On considere ici que le domaine
D appartient a une surface ¥ quelconque de l'espace a trois dimensions, par exemple celle représentée
sur la figure . Les points M de f(M) sont contraints de rester sur la surface . Si on choisit une
origine O, et qu’on repere M par trois coordonnées u, v et w, alors cette contrainte se traduit par :

w = F(u,v)

ou F est la fonction qui décrit X.

Comme pour les coordonnées cartésiennes, on exprime do a partir des déplacements infinitésimaux
de M sur la surface ¥. Si on fait varier v de du en gardant v constant, le point M se déplace le long
de la ligne coordonnée-u (c.f. paragraphe [I| du chapitre . D’apres la définition de la différentielle d’une
fonction vectorielle (paragraphe [[V|du chapitre , le déplacement infinitésimal de OM (u, v) est exprimé
a partir de I’équation (|1.18)) :

e
00OM
= du
v=cte ou

da\?f(u, )
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FI1GURE 3.16 — Elément de surface élémentaire sur une surface quelconque.

En déplacant ensuite le point M de dv le long de la ligne coordonnée-v, on forme un élément de surface
assimilable & un parallélogramme, dont le deuxieéme coté est approché par la différentielle :

_ 90M

u=cte (Y

dO—]>W(U7 v) dv

La surface do du parallélograme ainsi formé est égale a la norme du produit vectoriel des vecteurs qui
lont engendré (c.f. paragraphe du chapitre :

00M 00N

do = ou 4 ov

‘ |dudv|

Si on introduit les vecteurs unitaires directeurs des tangentes aux lignes coordonnées :

o0M d0M
- ou ~ v
€y = - et €y =
v |ooM Y |aoM
ou ov
alors on peut réécrire do :
— =
OOM || 0OM o
do = ——| |dudv]| |€y A €]
Ju v

Exemple : élément de surface d’un paraboloide de révolution

On considere un paraboloide de révolution. C’est une sur-
face ¥ définie par I’ensemble des points M de I'espace a trois
dimensions qui vérifient :

x2+y2
2

On se propose d’exprimer 1’élément de surface du para-
boloide. )
Les points M sur la surface ¥ vérifient : 7

2 +y?
— €

ey < o o
OM =zxée; +ye, + 2 . . .
2 FIGURE 3.17 — Paraboloide de révolution.
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On en déduit :

aOM—é' +ze, et LOM—e +yeé
or  ° i dy y Ty
et ’élément de surface do :
Y Y 1 0 —T
M M
do = 90 A 90 dedy =10 A[1]|dedy=|| —y ||dzdy = /2% + y? + 1dzdy
ox ov . y 1

IV.2 [Intégrale de surface

On considere la fonction f du point M, définie en tous points de la surface X.. L’intégrale de f sur un
domaine D appartenant & X est définie par :

1://Df(M) da://Df(M(u,v))

IV.3 Surface intérieure d’une courbe fermée

o0M
ov

o0M
ou

|€y A €| dudv

Dans ce dernier paragraphe, on énonce la formule de Green-Riemann qui lie les intégrales doubles sur
un domaine D avec une intégrale curviligne, dans le cas particulier ou ’élément différentiel intégré est
une forme différentielle linéaire.

Formule de Green-Riemann :

On considéere un domaine d’intégration D délimité par une courbe I' fermée orientée et sans point
double. Soient P(xz,y) et Q(z,y) deux fonctions de deux variables x et y, définies et admettant des
dérivées partielles en tout point de I'. La formule de Green-Riemann énonce I'égalité suivante :

0 OP
//D (;j — (’9y> drdy = éP(x,y)dm + Q(z,y)dy

La formule de Green-Riemann est un cas particulier du théoreme de Stokes qui sera détaillé a la fin
du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Champs scalaires et vectoriels

L’ensemble des outils mathématiques développés dans les chapitres [1| & [3| vont étre exploités dans ce
dernier chapitre sur les champs scalaires et vectoriels. Ces grandeurs physiques sont modélisées par des
fonctions de plusieurs variables, scalaires ou vectorielles. En effet, ce sont des grandeurs qui dépendent de
la position dans I’espace. Les composantes des champs vectoriels dépendent donc des coordonnées u, v et
w choisies pour repérer un point dans ’espace. Elles peuvent également dépendre du temps ou d’autres
variables. Les variations de ces grandeurs en fonction de leurs variables seront exprimées a ’aide des
outils différentiels et des intégrales.

I Définitions

I.1 Champ scalaire

Un champ scalaire est une grandeur physique scalaire qui dépend de la position dans l’espace et
éventuellement du temps. A tout point M(x,y, z) de l'espace est associé une valeur du champ scalaire
U(z,y,z2,t) :

M(z,y,z) — Ul(z,y, 2,1)
Si le champ scalaire U ne dépend pas du temps, alors U est dit stationnaire et 'on a :

ou
E_O

Exemples en physique : température, pression, potentiel électrostatique...

I[.2 Champ vectoriel

Un champ vectoriel est une grandeur physique vectorielle qui dépend de la position dans ’espace et
éventuellement du temps. A tout point M (z,y, z) de l'espace est associé une valeur du champ vectoriel

Ay, 2 t)
M(z,y,z) — X(l‘,y, z,t) = Ag(x,y, 2, t)e, + Ay(z,y, 2, t)E, + A (2,9, 2,t)E.

ou A,, Ay et A, sont les composantes de X, exprimées dans le repere cartésien (O, €, €, €,). Le champ

vectoriel Z est dit stationnaire si :

0A,
ot

A,

t ot
0A,

ot

Exemples en physique : champs de vitesse, d’accélération, électrique ...
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II Circulation d’un champ vectoriel

Considérons le point M (z,y, z), repéré dans le systeme de coordonnées cartésien (O, €y, €y, €.). Le
vecteur position 7 = OM a pour expression : T o= 28, + Y€y + 2€, et sa variation infinitésimale
- ey S . .
dr = dOM s’écrit comme (voir chapitre | :

_>
dr =dv e, +dy é, + dz é, (4.1)

I1.1 Circulation élémentaire
Définition : N
Pour un champ vectoriel Z et un déplacement élémentaire dr, la circulation élémentaire dC est le
scalaire défini par : .
dc =4 dr

Remarque :
Si le champ vectoriel est un champ de force ? alors la circulatg)n élémentaire correspond au travail
élémentaire §W de la force au cours du déplacement élémentaire dr : SW = F' - dr.

Exemple : circulation en coordonnées cartésiennes

En coordonnées cartésiennes (O, €;, €y, €;), le champ vectoriel Z a pour expression :
A = 4,8, + AjE, + AC.

et le déplacement élémentaire est rappelé par I’équation (4.1)). La circulation élémentaire dC a donc pour

expression :
dC = Aydx + Aydy + A.dz

I1.2 Circulation sur un déplacement fini

Définition :
Considérons une courbe I' de l'espace a trois dimensions dont 1'une des extrémités est le point

M;(2;,yi,2;) et Pautre est le point My¢(xf,yys,25). La circulation Cr du champ de vecteur Z de M; a
My le long du chemin I' est définie par :

cp:/dC:/Z.EZ
T N

Il s’agit d’une intégrale curviligne dont le résultat dépend (en général) du chemin suivi pour
aller de M; a My. Par exemple, sur la figure on a en général : Cr, # Cr,.

M; I My
€
|
< €y

ex
FIGURE 4.1 — Exemples de chemins pour aller de M; a My
Si les extrémités du contour I' sont confondues (M; = M) alors la circulation le long de I' est notée :

crzyﬁZﬂ
T

Elle est généralement non nulle et dépend du contour T.
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IIT Flux d’un champ vectoriel a travers une surface

ITI.1 Swurface orientée

La méthode pour calculer ’élément de surface do a été détaillée au chapitre |3 Pour de nombreux
p_l)lenomenesghy&ques I’élément de surface doit étre orienté. Ainsi, on définit le vecteur element de surface

al_a> tel que do = dom ol 7 est le vecteur unitaire normal & la surface. L’orientation de 77 1, et donc de
do, dépend du type de surface.

Cas d’une surface fermée

Dans le cas d’'une surface fermée, la convention est d’orienter le vecteur élément de surface vers
Pextérieur de cette surface. Sur 'exemple de la figure tous les vecteurs élément de surface sont
orientés vers 'extérieur de la surface fermée (un cylindre de rayon R). On a, de plus, :

—
doy = do€, = pdpdoe,

H 5 .
doy = dog(—€,) = —pdpddé,
—

dos = dos€, = Rdpdze,

FIGURE 4.2 — Exemple de tracé des vecteurs élément de surface sur une surface fermée (cylindre)

Cas d’une surface limitée par un contour orienté

Si la surface s’appuie sur un contour fermé et orienté I', alors il convient d’orienter le vecteur élément
de surface en appliquant la regle du tire-bouchon (voir figure |4.3al).

Le tire-bouchon dévisse

>
‘!"1"‘ S G L1

Le tire-bouchon visse

(a) Regle du tire-bouchon (b) Orientation du vecteur élément
de surface

FI1GURE 4.3 — Convention pour une surface fermée délimitée par un contour orienté

%
Sur 'exemple de la figure M le tire bouchon dévisse et donc do est orienté vers 'extérieur de la
surface.
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Cas d’une surface quelconque

Dans le cas d’une surface quelconque, il n’y a pas de convention définie et on choisit arbitrairement
lorientation du vecteur élément de surface. Bien entendu, il faut respecter ce choix tout au long de la
résolution du probléme. Sur 'exemple de la figure on a choisi d’orienter do suivant €, : do = doe, =
dxdyé,.

FIGURE 4.4 — Exemple de tracé du vecteur élément de surface sur une surface quelconque

II1.2 Flux d’un champ vectoriel a travers une surface X

Définition : N
Le flux élémentaire d® du champ vectoriel Z a travers ’élément de surface do est le scalaire :

id = A - do

Le flux d’un champ vectoriel Z a travers la surface X est donné par :

@://Zdéz/zZ-%)

Si la surface 3 est une surface fermée, le flux du champ vectoriel X sortant de cette surface est noté :

@:%ZE}

IV Principaux opérateurs différentiels

IV.1 Gradient d’un champ scalaire

Définition :
Le gradient d’un champ scalaire U, noté graa U, est un vecteur noté :

grad U = VU

tel que : R
dU = SU - dr (4.2)

En effet, la différentielle totale d’une fonction de plusieurs variables U(z,y, z) s’écrit (voir chapitre [1f) :

ou ou ou

On consideére un point M (x,y, z), repéré dans le systeme de coordonnées cartésien (O, é,,€é,,¢€,). L'ex-

=
pression du vecteur position 7 = OM et de sa variation infinitésimale dr = dOM ont été rappelées au
paragraphe [[I] et valent :

= zétye,+ze,

SR

= deé,+dye, +dze, (4.4)
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En comparant les équations (4.3)) et (4.4), on constate que la différentielle de U peut s’exprimer comme
un produit scalaire :

U = (ggé; + %—Zé;, + gge;) dr
grad U - dr
On a fait apparaitre le vecteur :
ou_, oU_ 0U
gradU = %ex + 8—yey aez

appelé gradient de U, et ici exprimé en coordonnées cartésiennes.

Propriété de linéarité
Soient U et V' deux champs scalaires et a une constante. L’opérateur gradient est linéaire :

grad (aU) = agrad U

grad (U + V) = grad U + grad V

Interprétation du gradient

Le gradient est la généralisation de la notion de dérivée aux trois dimensions de l’espace. De plus,
la direction et le sens du vecteur gradient d’'un champ scalaire en un point correspondent a la direction
et au sens dans lesquels ce champ scalaire varie le plus en ce point. Le gradient est donc un vecteur qui
indique la direction et le sens de variation du champ scalaire auquel il est appliqué.

Exemple : gradient a une dimension

Considérons ’atmosphere terrestre ol la température en un point
AC d’altitude z varie comme : T(z) = T(0) — az ol a est une constante
positive. On a mT = gé'z = —a€,. Ainsi, la direction de @T
indique que la température va varier suivant l'axe z. Le sens de
grad T'(suivant —€,) indique le sens de variation de la température :
plus z diminue et plus 7" augmente.
On remarque, de plus, que lorsque le champ scalaire ne dépend que
d’une variable (T ne dépend que de z) alors la norme du gradient est
égale a la valeur absolue de la dérivée du champ scalaire pas rapport

@T‘: o

Conséquence : Définition de la normale & une surface

v

a cette variable :

o)

Une équation du type U(z,y,2) = cste définit une surface. Par exemple, les points de coordonnées
(z,y, 2) satisfaisant & I'équation U(x,y, z) = 2% + y? + 22 = R? (avec R une constante) définissent une
sphere de centre O et de rayon R.

Considérons le déplacement infinitésimal dr du point M(z,y,z) sur une surface caractérisée par
Péquation U(z,y, z) = cste. Il vient :

dU = d(cste) =0 = grad U - dr =0 Vdr sur la surface

ﬁ
= graa U.Lldr

Ainsi le vecteur unitaire normal a la surface 7 au point M de cette surface (caractérisée par

U(z,y,z) = cste) s’exprime par :
= _ . 8 C_iU

ﬁU\

ol g aU ) est le gradient de U évalué au point M. Suivant la convention choisie pour l'orientation
de n, on prendra le signe + ou le signe —
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Circulation d’un champ vectoriel dérivant d’un champ scalaire : Z = graa\ U
Si le champ vectoriel X s’exprime a partir du gradient d’un champ scalaire U :

A = gradU

on dit que le champ vectoriel A dérive du champ scalaire U, ou que le champ vectoriel X dérive du po-
tentiel scalaire U (expression plus utilisée en physique). Dans ce cas particulier, la circulation élémentaire

dC du champ vectoriel A s’exprime par :
dC =4 &5 = grad U - di = dU

d’apres la définition (4.2). La circulation Cr du champ vectoriel Z du point M;(z;, s, 2;) au point
My (xy,yy, zp) le long de T' se simplifie en :

M;
Cr = / dc :/ aUu = [U]%f =U(My) —UM;) =Ulzg,yy,z5) — Ui, yir i)
r i

Dans ce cas, la circulation ne dépend pas du chemin suivi pour joindre les points M; et My, mais seulement
de la position de ces derniers.

Si les extrémités sont identiques (M; = M), on a alors :
H
C:§[§X~dr:U(Mi)—U(Mi):0 VT
r

Attention, la réciproque n’est pas vraie :

%X.ﬁzovrﬁX:@U
r

= — —
Par exemple, la réaction du support ﬁ est telle que : ﬁ Ldr= ﬁ -dr =0 et donc : gﬁr ﬁ -dr=0VTD
mais ﬁ ne dérive pas d’un champ scalaire : A U tel que ﬁ =gradU.

IV.2 L’opérateur vectoriel nabla : ?

La forme de lexpression du gradient d’un champ scalaire U(x,y, z) en coordonnées cartésiennes :
ou_, oU_, 9oU

gra U= %ex + 87yey + Eez

fait apparaitre un opérateur vectoriel qui ”agit” sur le champ U(z,y, 2) :

orad .0 L0 0
gra U=YU-= <em8x+eyay+ezaz> U(z,y,2)

Cet opérateur est appelé nabla. Il est noté ?7 et a déja été discretement introduit au paragraphe précédent
dans la définition du gradient. Nabla n’est pas un vecteur, mais en présente de nombreuses caractéristiques.
Il peut étre multiplié par un scalaire et multiplié & un autre vecteur, via le produit scalaire ou vectoriel.
Ces deux produits appliqués a un champ vectoriel vont définir la divergence et le rotationnel, abordés
dans les paragraphes qui suivent.

Expressions de nabla ? :

En coordonnées cartésiennes :

En coordonnées cylindriques :

0 10 0
S0 ,510 o 16
6P8p+6¢pa¢+ 282 ( )
En coordonnées sphériques :
0 10 1 0
V=6t e+ (4.7)
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Expression du gradient en fonction de nabla

En utilisant les expressions de nabla des équations (4.5)), (4.6) et (4.7]), on peut développer I’expression
du gradient d’un champ scalaire U dans les trois systemes de coordonnées de l'espace a trois dimensions.

Coordonnées cartésiennes :

grad U(a:,y,z):?U: éz%+5qJ§+€z% U

o 0z
faiU* +a£g +a£€
oxr oy Y 0z ¢

Coordonnées cylindriques

10 0
graaU(p,qb, ?U [epa +€y— a¢+ez }U

_oU, 10U +8U
_app a¢¢

Coordonnées sphériques

10 . 1 0
graaU(r,G,(b ?U [ 9r80+e¢7‘sinﬁa¢} U
8U L1 IBU 1 oU

I ot rsin@@iqﬁ%

Exemple : travail de la force gravitationnelle

Considérons un satellite de masse m en orbite autour de la Terre (masse My, rayon Rr) & une altitude
h du sol.

Le systeme de coordonnées adapté a cet exemple et le systéme de coordonnées sphériques (O, €., €y, €).
En effet, on considére un systeme dans lequel la force est radiale et ne dépend que de la distance entre les
deux corps. Ainsi, si le centre du repeére est le centre de gravité terrestre (associé & la masse Mr) alors la
force gravitationnelle exercée par la Terre sur le satellite est :

7 _ _gmMry

€r
712

avec G = 6.67 x 107" NmZ?kg~2 la constante de gravitation, et » = Ry + h.
Le travail élémentaire 6T au cours du déplacement élémentaire dr (exprimé en coordonnées sphériques)
est donné par :

SW=TF-dr

M
= gn;2 Lé. . (dré, + rddéy + rsin 0dgéy)
=— gm‘;WT dr
r

C’est une forme différentielle (voir chapitre [l paragraphe . On peut vérifier que c¢’est une différentielle
totale exacte, et donc qu’il existe une fonction dont dW est la variation. Pour des questions de normali-
sation, on considere que W est I'opposé de la variation de la fonction E,, appelée I’énergie potentielle :

dE, = d(f]’ dr = —6W. On a donc :

M
dréEp:fgm T + cste
r

M
dE, = 9"

La variation infinitésimale d’énergie potentielle étant par définition une différentielle totale, on peut donc

aussi écrire que :

dE, = grad E, - dr (4.8)
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On a donc :
dE, = —W = —F - dr

et par identification avec 1’équation (4.8]), on en déduit que :
? = fgraa E,

La force gravitationnelle dérive d’une énergie potentielle.

Il est alors facile de calculer le travail W de la force gravitationnelle sur un trajet quelconque. En effet,
le travail de ? pour déplacer le satellite d’un point A & un point B correspond & la circulation de F' le
long du chemin parcouru de A vers B. Comme F' dérive d’un potentiel scalaire (I’énergie potentielle), sa
circulation ne dépend pas du chemin suivi, mais seulement de la position des points de départ et d’arrivée.

Par exemple, le travail au cours de la retombée du satellite au sol, qui correspond a la chute du point
M;(Rr + h,0,0) au point My (Rr,0,0), est donc :

M
w= [ "F.a@
M;

Rr
[
Rr+h

= Ep(Rr + h) — Ep(Rr)

1 1
— CmM~r [ — —
gm T(RT RT+h>

IV.3 Divergence d’un champ vectoriel

Définition :
La divergence d’un champ vectoriel X, notée divz, est un scalaire défini par le produit scalaire entre

divA =% . 4 (4.9)

Iopérateur V et

Propriété de linéarité
Soient Z, § deux champs vectoriels et a une constante. L’opérateur divergence est linéaire :
div (aZ) = adivX
div (X + ﬁ) = din + divg

Expressions de la divergence

L’opérateur ? agit sur la totalité du vecteur Z : sur les coordonnées et sur les vecteurs de base. Ainsi,
il faudra faire attention lors du calcul de la divergence si les vecteurs de base dépendent de la position
(coordonnées cylindriques et sphériques). Le calcul du produit scalaire & partir des coordonnées est alors
possible uniquement en coordonnées cartésiennes.
Il est évident que les expressions de la divergence ne sont pas a connaitre par cceur. Cependant, il faut
savoir les recalculer si nécessaire.

Coordonnées cartésiennes :

A partir de la définition de 'opérateur ¥ en coordonnées cartésiennes (z,y, 2) (équation (4.5))) et de la
définition de la divergence (équation (4.9))), Uexpression de la divergence du champ vectoriel :

A = 4,8, + AE, + AC.
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est donnée par :

leX

(8 i)w@a+%@+&@)
o4, e, A, . 0e, oA, o8,
6’”'(8336“ Aa 8w+8x6y+AyE ameerAz oz
=~ —— =~
=0 =0 =0
ve |oa 02, 0, ., 08, 0A. . . 0C.
v oy oy oy Y ) oy oy

N

=0 =0 =0
04, | 0z, A oe, oA PE
A 71/‘ — A A4 A zZ
R 5. Vo v T, T T A,
=0 =0 =0

Les vecteurs de base ne dépendant pas de la position, le calcul du produit scalaire pouvait étre fait
directement en utilisant les coordonnées.

Coordonnées cylindriques :

De la méme maniere, grace a la définition de I’ operateur ? en coordonnées cylindriques (p, ¢, z) (équation

(4.6)) et de la définition de la divergence (équation (4 ) I’expression de la divergence du champ vectoriel :
A = A2, + Ayéy + ALE.

est donnée par :

0 10 0
= (gﬂ + €= + €ZZ> : (Apép + A¢€¢ + Azgz)

ap " “pa6 <D
| oa,. 0, 04, 08, 94, 0@,
_,. | Peg pa, %% Pen | g 4, %
o e T e, T * 9, T, T,
~ - ~
=0 :0 =0
1. o4, 0, 04y 06, 0A. ., O
+p€¢ 8¢€p+Apa¢ 90 €y + Ag 8¢+ 96 +Aza¢
—~— ~—
=&, 77e,, =0
o4, 07, 94, 02, 04 9e,
M et 2= +5; fotAs S o, Gt A,
- ~
—0 :0 =0
o4, 1 0A,\ A
= o (AP 30 )’F
1[04, 194, aA
AN p 00
10 m% a4
== Z(pa,)+ +
p 0p<p ) p 0
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Coordonnées sphériques :
De la méme maniere, grace a la définition de l’operateur ? en coordonnées sphériques (7,0, ¢) (équation
(4.7)) et de la définition de la divergence (équation (4 ), I’expression de la divergence du champ vectoriel :

Z = A,.é. + Agey + A¢g¢

est donnée par :

diVX:?.Z

L0 10 L 1 0 . R R
e P g ) (e + Ao+ A4)
B 0A, oe, 0Ag ) 0y 8A¢, . 0¢y
= (3T€T+AT3T+3 R i R
~ ~ ~
-G =0 =0
1 N 8A7n N 867« (9A9 N 669 (9A¢ _, 3€¢
28, - A, TG Ay 0 P00 1 4
e 89€T+769+8969 "aa*a +¢ae
:gg 7787‘ —0
1 0A, oe, 0Ag _, O€p 6A¢ 8€¢
: A, g v A, 0 A e
T sme | o 3 g 0T A 3 Toe ot B,
=sin 9€¢ =cos 05¢ ——sin 0€é,.—cos Oéy
04, dAp 1 94,
=3 +r(A+ 89)+1"sin€<smeA + cosBAy + 8(,25)
_ 2& n 0A, cos 10Ay 1 044

r or rsin @ 0+; 00 +7‘sin0 d¢
10, 1 0 1 04y
o2 8r<r AT) rsind 89(Sm0A0> rsinf O¢

Interprétation de la divergence

On se propose de calculer le flux §® du champ vectoriel Z = Ayé;+ Aye, + A€, a travers la surface
fermée ¥ présentée en figure [L.5] Cette surface délimite un volume : dr = dzdydz. On rappelle que le

1
1
:
1
' dz
:
1
M|
. dx
eZ <>
d
o) Yy
¢, €y
e(E

e
OM = ze, + ye, + z€,
FIGURE 4.5 — Surface ¥ délimitant le volume dr

flux élémentaire d’'un champ Z a travers une surface élémentaire cl—a> s’écrit : dP = Z : c?r. Ici, il s’agit
d’une surface fermée, donc tous les vecteurs élément de surface sont orientés vers 'extérieur. Faisons le
bilan des flux a travers les différentes faces de la surface ¥ de la figure [£.5

Selon ¢, :

Ag(z +dx,y, 2)dydz — Ay (z,y, 2)dydz = [Az(x + dx,y, 2) — Az, y, 2)] dydz = %dmdydz
T
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de méme selon €, :

Ay(z,y+dy, z)dedz — Ay(x,y, z)dedz = [Ay(z,y + dy, z) — Ay(z,y, z)| dedz = %dydxdz
Y

et selon €, :
0A,
Az(x7y7 z+ dZ)dedy - Az(x7y7 Z)d$dy = [AZ('T) Y,z + dZ) - Az($79a Z)] dl‘dy = Eddedy

Ainsi le flux a travers la surface ¥ est donc :

_ (0A, 0A, O0A,
6(I)<8x + oy + az)dT

= diVZdT

On remarque donc que la divergence peut étre interprétée comme une densité volumique de fluz. Ainsi,
suivant le signe de div A, on pourra savoir si le flux total a travers la surface X est dirigé vers I'extérieur
ou l'intérieur de X. La divergence de A au point M permet donc de déterminer si le point M se comporte
comme un point source (le champ diverge! & partir du point M) ou comme un puits (le champ converge

vers le point M) vis & vis du champ vectoriel A. Cette notion est trés importante en mécanique des
fluides et en électromagnétisme par exemple.

IV.4 Rotationnel d’un champ vectoriel

Définition : _
Le rotationnel d’'un champ vectoriel X, noté rotZ7 est un vecteur défini par :

A=V AA (4.10)

Si le rotationnel d’un champ vectoriel est nul alors ce champ est qualifié d’irrotationel.

Propriété de linéarité
Soient Z, ? deux champs vectoriels et a une constante. Le rotationnel est un opérateur linéaire :
ot (a4) = arot 4
— — —
rot (X + ?) = rotZ + r0t§

Expressions du rotationnel

Les expressions du rotationnel ne sont pas a connaitre par coeur mais a savoir redémontrer si nécessaire.
Coordonnées cartésiennes :

A partir de la définition de l'opérateur ¥ en coordonnées cartésiennes (2,9, 2) (équation (4.5) et de la
définition du rotationnel (équation (4.10])), ’expression du rotationnel du champ vectoriel :

A= 4,2, + A, + Ae.

1. D’ou le terme divergence
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est donnée par :

ot A =V A A
0 0 0
=€ =—+€=— +e,— A A A
ea:ax +eyay+ezaz> ( €x + €y+ ez)
. 8A 8ew 0A & aa, 8A 8é’z
\C’ ~ \C’
=0 :o =0
0A 0e, O0A 0e, 0A 0€,
- A T _a; A x 7y - A y z _; Az vz
+ey oy + 8 + ay €y + Y 3y 8y e, + y
\’f \:’ ~
=0 =0 =0
- aA 861 04, oe, O0A, _ 0€,
TEN Gt Ty Ay Gt e A
=~ —~ =~
=0 =0 =0
B 8Ay€_, B 8Azé, B 8Awé, n aAzé, n 6Amé, B 6Ayé,
Cox C 0z Y Oy T oy T 09z Y 0z °
0A. 04, 0A, 0A,\ . 04, 04,
= e &y +
oy 0z 0z or Oz y

Les vecteurs de base ne dépendant pas de la position, le calcul du produit vectoriel pouvait étre fait

directement en utilisant les coordonnées (calcul en ”colonne”).

Coordonnées cylindriques :

De la méme maniere, grace & la définition de l’operateur ? en coordonnées cylindriques (p, ¢, z) (équation
([4.6)) et de la définition du rotationnel (équation (4.10])), I'expression du rotationnel du champ vectoriel :

A = 4,6, + Apéy + ALC,
est donnée par :

totd =V A A

o 10 0
:(epa + Ep— aqs—f—_' > (Ap€, + Agéey + A€Ey)
04, 0e, OA 9e, 0A €.
=& A A “tp ¢ A CUCqe z ﬂz z
€p 3p €y + ap +73p €y + Agp op + o € p
~— ~— ~—~
=5 =5 =5
1 0A 9e, 0A 9e, 0A o€
+ =8 A | =LE P4 Tl Ay 2 4R+
p P00 T 0 e T 99 T ae T 99
- ~ ~
=&, =—g, =0
. oA, e,  0As 08y | OA: . 02
SN B A i A¢a T =T
~~ ~~
=0 :6 =0
LAy DA 1 ( 04, LOALY 04, 04y
ap T op 0 ( g C2 T A a¢ >+ 0z T oz O
10A, 8A¢) < ) . ( 0A, 0A, ) .
pt+—(p—=2——L+A,)e.
(p 99 T \" o T 09 ¢
10A, 0 0A

G ) (3w ) (s

dp
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Coordonnées sphériques :
De la méme maniere, grace a la définition de 'opérateur ? en coordonnées sphériques (O, r, 0, ¢) (équation
(4.7)) et de la définition du rotationnel (équation (4.10)), 'expression du rotationnel du champ vectoriel :

A = A2+ Agey + Ay

est donnée par :

otd =V A

.0 10 , 1 0 . . .
= (eTar + 69;% + €¢7"Singa¢> A (Arer + Agép + A¢e¢,)
Conloa, om0 0d 0n 05
=er 8reT+AT 6‘7’+87’ €+ Ao 8r+8r €+ 4o or
~~ —— <~
=0 =0 =0
1, 0A, 0e,. 0Ag 0ep 0Ay 0éy
+T€9/\ 90 e+ A, 39+69 €y + Ag 89+89 6¢+A¢ 20
~ ~ ~
=& =—é, =0
1 0A, e, 0Ag _, 0y 0Ay 0€y
A -+ A, —_— Ay — —_— A —
Trsmee M e T g Tag et 35 Tag @t B
—~ —~
=sin 6y =cos 0y ——sin 0€é,.—cos O€éy
_0Ag, 0A,; . 1 0A, L 0As
T T o r( gg Co T Ao T g
1 0A,, 0Ay._ . . S
oo ( 99 €y — 9 €, —sinfAy€p + cos 0A¢e,«>
1 . 0445 04y . 1 0A, 1] 044 i
= 0 — 0A - - = A
rsind <sm 00 0¢ +eos ¢)e * (Tsin9 op r [r or ] ) o
1/ 049 OA, .
o (’“afae*f‘e)%

1 o7 . 04\ . 1 04, 1 0 L. 170 0A\
~ rsind (%[SIDHA¢] _('9(1)) et (rsin@ o T &'{TA¢]>69+T (&"[TAG] T >e¢

Interprétation du rotationnel

Comme son nom l'indique, le rotationnel caractérise ”la rotation” d’un champ de vectoriel. Ainsi, la
direction du rotationnel donne ’axe de rotation du champ vectoriel, son signe le sens de rotation autour
de cet axe (régle du tire-bouchon) et sa norme est proportionnelle & la vitesse de rotation autour de cet
axe. Le rotationnel est, en particulier, trés utilisé en mécanique des fluides pour décrire les tourbillons
(ou vortex) qui peuvent apparaitre dans les écoulements (cuvette qui se vide par exemple).

Exemple : vecteur vorticité

Prenons par exemple le champ de vitesse ¢ représenté en figure [4.6| et qui a pour expression en
coordonnées cartésiennes : U = yé&, — €.
L . . PR . — -
En mécanique des fluides, on définit le vecteur vorticité & par : @ = %rotv. Calculons & :

A N (CCER L WP (TR P (LR P
2 oy 0z ) ° 0z ox )Y ox ady ) ~©
RGO

Ox oy N

2

En utilisant la régle du tire bouchon, I'orientation de ’écoulement est bien selon —é,.
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FIGURE 4.6 — Champ de vitesse défini par ¥ = yé, — zéy

On peut aussi exprimer le champ de vitesse en coordonnées cylindriques : ¥ = —péy et on retrouve
bien ’expression du vecteur vorticité :

L1 10v, Ovy) ov, 0v,\ 1 0 0v,\ .
=3 |Ga - 5) e (525 ) s (Gl -5 ]
1 0 5] o
T2 fh){_p]ez

= —é°z

IV.5 Laplacien scalaire

Définition :
Le laplacien d’un champ scalaire U, noté AU, est un scalaire défini par :

AU = div (MU) =V (Vv) (4.11)

Propriété de linéarité
Soient U, V deux champs scalaires et a une constante. Le laplacien scalaire est linéaire :

A (aU) = aAU
AU +V) =AU+ AV

Expressions du laplacien scalaire
Les expressions du laplacien scalaire dans les différents systémes de coordonnées sont données a titre
indicatif.
Coordonnées cartésiennes :
B 0?U  0°U  9°U

AU = Ox? + Oy? + 022

Coordonnées cylindriques :

“pop\"op) T P ag T 922
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Coordonnées sphériques :

19 (,0U 19 au 1 U
AU = 2 (292 9 (sino” gu
v <T ar) T 5o 00 (Sm ae) T s 6 9

IV.6 Laplacien vectoriel

Définition :
Le laplacien d’un champ vectoriel X, noté AZ, est un vecteur défini par :

AT = grad (anA) sk (1) = 9 (3 4) - 9 n (F19) (412

Propriété de linéarité
Soient Z7 § deux champs vectoriels et a une constante. Le laplacien vectoriel est linéaire :
A (aﬁ) = aAX
A(A+B)=ad+aB

Expression du laplacien vectoriel en coordonnées cartésiennes

On peut montrer qu’en coordonnées cartésiennes (O, €, €y, €,), le laplacien vectoriel du champ vec-
toriel X = A.é, + A€, + A.€, est donnée par :

AA = AAZ, + AAE, + AALC,
ou AA; est le laplacien scalaire de la coordonnée 1.

Les expressions du laplacien vectoriel dans les autres systéemes de coordonnées étant complexes et peu
utilisées (au cours du cursus universitaire), elles ne seront pas données ici.

V Propriétés et relations entre les opérateurs différentiels

V.1 Relations entre les opérateurs

Soient U, V deux champs scalaires et X et B deux champs vectoriels.

Gradient
grad (UV) = Ugrad V + Vgrad U
s (A.5) = (7. ¥) B+ (B-9) A+ AniotB + B asid
2 (10) -5 (3)
Divergence

div (UX) — UdivA + 4 - grad U
div (AnB) =B w0t d - A -wot B

gt(divz> — div (g)
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Rotationnel

B%(UX) — Urot A + gradU A 4
wt (AnB) =AavB - Bawd + (B- V)4 - (4.¥) B

(i) - (82)

SIS

Laplacien scalaire

A(UV) = UAV + VAU + 2grad U - grad V
A( )-le(AX)
)
ot

(o) =2 (&)

Laplacien vectoriel

A( ):UAZ+XAU+2(@UV)X
A (gradU) = grad (AU)
A(B%Z):E%(AZ)

;(AZ> @?)

V.2 Identités de Poincaré

Premiére identité
rot (grag U) =0

En conséquence : si rF%X =0« JU tel que X = grag U
U est alors appelé le potentiel scalaire de

Deuxiéme identité
div (r’o%X) —0

En conséquence : d1V§ =0< 4 X tel %ue § = rotX

est alors appele le potentiel vecteur de

Exemple : équation de propagation d’une onde électromagnétique dans le vide

La propagation d’une onde électromagnétique (champ électrique ﬁ et champ magnétique ﬁ) dans le
vide et en ’absence de source est décrite par les équations de Maxwell :

9B
TolE = a0 (4.13)
AvE =0 (4.14)
divB =0 (4.15)
Iaﬁ = 60#0@ (416)

ot
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Nous allons exprimer les équations de propagation des champs électriques et magnétiques dans le vide.
Appliquons 'opérateur rotationnel aux membres de I’équation (4.13]) :

i () it (22
ot
En appliquant les propriétés de 'opérateur rotationnel, il vient :
0
ol (i E) = - 2 (olB)
ot
En introduisant le laplacien vectoriel (équation (4.12)), il vient :
graa (divﬁ) — Aﬁ =— ;(E?)
En utilisant les équations (4.14)) et (4.16]), on a :
— o OF O*F
gra O—AE = — 8t<€0ﬂ0> ﬁAﬁ—Q),uo =0 (417)

ot ot?

De la méme maniere, en appliquant 1'opérateur rotationnel a ’équation (4.16)) :

R (R?) = I;E <60,U/()aﬁ>

ot
0
= €oMo 5 (1"’0?5?>

et en utilisant les équations (4.12)), (4.13)) et (4.15) :

2 2
grﬁ (le§> — A§ = —Gouoaaf — A§ — 60/1,08 § =0 (418)
=0

ot?

Les équations (4.17)) et (4.18)) sont des équations de d’Alembert. Elles régissent la propagation dans le vide
1
Veoro
onde électromagnétique dans le vide étant la vitesse de la lumiere dans le vide ¢, on a donc : ¢ =

. Or la vitesse de propagation d’une

1
Veoro

d’une onde électromagnétique (E, B) se déplagant a la vitesse

V.3 Théoremes intégraux

Théoréme de Stokes : N N
Soient ¥ une surface ouverte limitée par le contour fermé I', dr 1’élément de parcours de I' et do
Pélément de surface dirigé suivant le sens direct relié au sens de parcours de I' (régle du tire-bouchon).

Alors la circulation du champ vectoriel X sur le contour I' est égale au flux du rotationnel de a

travers X :
%Xwﬁﬁ://r_o%jwﬁ
r by

Théoréme de Green-Ostrogradski (théoréme de la divergence) : -

Soient 7 un volume délimité par une surface fermée X, dr 1'élément de volume et do 1’élément de
surface dirigé vers l'extérieur de X. Alors le flux du champ vectoriel Z a travers X est égal a l'intégrale
de la divergence de A sur le volume 7 :

#EXE’;:///TdiVZdT
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Exemple 1 : théoréme de Gauss

L’équation de Maxwell-Gauss donne l'expression de la divergence du champ électrique et s’écrit, en
présence d’une densité volumique de charge p :

divﬁ L
€0

Considérons une surface fermée ¥ délimitant un volume 7 de cette densité de charge p. La charge
Qint présente dans le volume 7 est donnée par :

Qs = /// pdr

En introduisant I’équation de Maxwell-Gauss, on a :

Qint = €0 ///T divEdr

et en appliquant le théoréeme de Green-Ostrogradski :
%
Qint 260# Bd()’
b

On vient ici d’exprimer le théoreme de Gauss : le flux du champ électrostatique créé par une distribution
de charge, a travers une surface fermée ¥ quelconque, est proportionnel a la charge totale intérieure Q;ny

a cette surface :
_> .
# B . do = ant
b

€0

Exemple 2 : potentiel électrostatique d’une sphére uniformément chargée en volume

Cet exemple illustre plusieurs notions du cours de RPP.

Considérons une sphere de rayon R et de charge @) uniformément chargée en volume. Le centre de cette
sphere correspondant au centre du repére cartésien (O, €, €, €,). On se propose de calculer le potentiel
électrostatique V' en tout point M de 'espace, c’est a dire a l'intérieur et a 'extérieur de la sphere.

Le probleme est a symétrie sphérique : la distribution de charge est une sphere. On utilisera évidemment
le systéeme de coordonnées sphériques pour résoudre le probleme. D’apres le principe de Curie, qui stipule
que les symétries des causes se retrouvent dans les effets, le potentiel V' doit avoir des propriétés spatiales
qui refletent la symétrie sphérique de la distribution de charge qui le crée. En conséquence, le potentiel
V ne dépend que de la distance r au centre de la sphere :

V(r,0,6) =V(r)

Une des propriétés fondamentales du champ électrostatique ﬁ est qu’il dérive du potentiel scalaire V' :
= —grad V. En appliquant la définition du gradient en coordonnées sphériques, on a :

_ (oV(r) .  10V(r), 1 9v(r).
E= < or eTJrr 00 ee+rsin9 0 c¢

avi(r) .
=— €
dr "
5 ; al - Br) — S V() s . & B
Le champ électrostatique est donc radial : E(r) = E(r)é, = —=;~¢€,, et si on connait F, on peut

directement en déduire V.
Nous allons utiliser le théoreme de Gauss reliant le flux du champ électrostatique ﬁ a travers une

surface fermée X a la charge Q;,; contenue dans le volume 7 délimité par X pour extraire :

#ﬁ.d—g:%
b)) €0
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Dans un premier temps, considérons comme surface ¥; (appelée surface de Gauss), une spheére de rayon
r < R. La charge contenue Q! , dans cette sphere (de volume 71) est donnée par :

e ]

7=, et dr = 2 sin Odr’dfd¢ est 1’élément de volume en

int

ol p est la densité volumique de charge p = ; /377

coordonnées sphériques. Comme p ne dépend pas de r, on peut directement écrire :

znt /// dT
27
= p/ / / "2 dr’ sin 0dfde
=0 Jo=0J =0

~ o] oo o

3
= —7r
3 P
3
_ Qﬁ (4.19)
Au passage, on vient de démontrer que le volume d’une sphére de rayon r est : 3. Appliquons le

théoreme de Gauss :

E do = mt

o €0
Le vecteur élément de surface (orienté vers I'extérieur car la surface est fermée) est donné par :

46 = 12 sin 0dOdE,

# cl—> / / )72 sin 0dOde
o8 0=0J ¢p=

E(r)r? [~ cos )] [¢]o7
= 47rr2E(r) (4.20)

Ainsi :

Au passage, on vient de démontrer que la surface d’une sphére de rayon r est : 4wr?. En combinant les
équations (£.19) et (4.20), on déduit que :

dmr2B(r) = int gy = LT
T S " dweg R3
Et le potentiel V(r) est donné par :
CdV(r) . Q r Q r?
== V(r) = — t
dr  dmeo R3 (r) ~ 8mey R3 +oste
A Tintérieur de la sphere (r < R), on a donc :
b Q r . Q r?
== & ot = — foest
(r) Tres R3€ et V(r) 871'60 B + cste

Considérons maintenant comme surface de Gauss 5 une sphere de rayon r > R. La charge contenue
dans le volume délimitée par cette sphere est alors : Q% , = @. De la méme maniere, en appliquant le
théoreme de Gauss, on en déduit :

Bodp= Qint s gn2py = @

Yo €0 €0

Le champ électrique a 'extérieur de la sphere est donc de la forme : E(r) = ﬁé}, et le potentiel
électrostatique a ’extérieur de la sphere est donné par :

_avir) @

/
dr  dmegr? +este

= V(r) =

dmegr
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Le potentiel étant nul & l'infini, on a : V(r — 0o) = 0 = cste’ = 0. De plus, le potentiel est continu &
la traversée de la sphere (en r = R) :

Q Q 3 Q
- te = — cste = —
8megR +este 4megR este 24megR

On en déduit le potentiel en tout point de ’espace :

Vir<Rr) = ¢ (3 TQ)

dregR 2 2R?
Q

dmegr

Vir>R) =
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Annexe A

Quelques rappels sur le calcul
vectoriel

Les notions de direction et de sens sont indispensables pour représenter certaines grandeurs physiques,
comme la vitesse ou l'accélération. La description de ces grandeurs physiques doit faire appel & un élément
mathématique qui tient compte de ces propriétés : le vecteur.

La description mathématique rigoureuse et compléete des vecteurs s’effectue dans le cadre des espaces
vectoriels. Nous adoptons dans ce chapitre une approche pragmatique de I'utilisation des vecteurs dans
les cas les plus courants des phénomenes physiques : celui des espaces vectoriels & trois dimensions.

I Ensemble des vecteurs

I.1 Rappels et définitions

Scalaire
Un scalaire est une quantité entierement déterminée par sa valeur numérique. La masse, la température
etc.. .., sont des exemples de grandeurs physiques scalaires.

Bipoint
]r))ans I’espace géométrique a trois dimensions, deux points A et B peuvent former un segment orienté,

noté [AB], si on suppose que le segment [AB] a une origine (le point A) et une extrémité (le point B).
Le segment orienté [AB] est aussi appelé bipoint (A, B) et peut étre caractérisé par :

— son support : la droite (AB)

— son sens : de A vers B

— sa longueur : AB

— son origine : A

Vecteur
Un wecteur est un bipoint qui n’est pas ”attaché” a son origine. La position du vecteur dans ’espace

n’est pas nécessaire pour le caractériser. Un vecteur ¢’ est donc une grandeur mathématique caractérisée
par :

— sa direction

— son sens

— sa longueur, appelée sa norme, et notée |0
Deux vecteurs sont donc égaux s’ils ont méme direction, méme sens et méme norme. Citons quelques
vecteurs particuliers :

~ 0 : vecteur nul, de norme nulle, |0] = 0

— € : vecteur unitaire, de norme égale a un, |é] =1

— —U : vecteur de méme direction, de méme norme mais de sens opposé au vecteur ¢/
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1.2 Opérations sur les vecteurs
I.2.a Addition

La somme de deux vecteurs @ et b est un vecteur de méme dimension que @ et b :
c=a+b

On dit que 'addition est une loi de composition interne dans la mesure ou son résultat ne sort pas de
I’espace vectoriel auquel appartiennent les vecteurs auxquels elle est appliquée.

Sur la figure , le vecteur @ part du point O et meéne au point A. Le vecteur l;, situé n’importe ou
dans ’espace, est ramené au point A : un vecteur ¥ de méme direction, de méme sens et de méme norme
que 5, donc égal a 5, part du point A et méne au point B. Le vecteur somme ¢ part du point A et mene
directement au point B.

Relation de Chasles :
La relation de Chasles traduit I'interprétation géométrique de ’addition de deux vecteurs :

OB = OA + AB (A1)

En conséquence, on construit le vecteur ¢ = @ + b comme la diagonale du parallélogramme formé par
les vecteurs a et b.

SH

FIGURE A.1 — Représentation de la relation de Chasles (équation 1}

Propriétés
L’addition de deux vecteurs a les propriétés suivantes :
— c’est une opération interne (le résultat est toujours un vecteur)
— elle est commutative : @+ b =b+a
— elle est associative : (G+b) +&=a+ (b+?)
— elle posséde un élément neutre 0 : @+ 0 =a
— tout élément a un symétrique tel que l'addition d’'un vecteur et de son symétrique soit égale a
P’élément neutre : @+ (—a@) =0

1.2.b Multiplication par un scalaire

Si A est un scalaire, le vecteur :
b=\a

est un vecteur colinéaire & d, c’est & dire de méme direction, et tel que :

18 = Allal

Propriétés
La multiplication d’un vecteur par un scalaire a les propriétés suivantes :
— elle est associative : (Au)d = A\(ud)
— elle est distributive par rapport a Paddition : \(@ + Z;) =Aa+ b
— elle posséde un élément neutre 1 : 1d =da
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I.2.c Notion d’espace vectoriel

Définition :
L’ensemble £ des vecteurs, muni des opérations d’addition et de multiplication par un scalaire ayant
les propriétés décrites dans les paragraphes ([.2.a) et ([.2.b)) est un espace vectoriel.

La notion d’espace vectoriel est utilisée en mathématiques. Ses applications dépassent le cadre de ce
cours. Nous n’aborderons ici que les aspects pratiques de ses propriétés.

1.3 Les bases
I.3.a Combinaison linéaire

On dit qu'un vecteur b est une combinaison linéaire des n vecteurs ai , ch e a_>n7 si on peut trouver
n coefficients scalaires, notés Ay, Ao, ..., Ay, tels qu’on puisse écrire :

b=Xal+X @b+ -+ A\ ay,

I.3.b Vecteurs linéairement dépendants et indépendants

Un ensemble de n vecteurs H, @, ..., @, est dit linéairement dépendant s’il est possible de trouver n
coeflicients scalaires A1, Ao, ..., A,, qui ne soient pas tous nuls et qui permettent d’écrire :
M@+ X+ + Ay an, =0 (A.2)

En revanche, si la seule fagon d’obtenir la relation (A.2]) est d’avoir tous les coefficients A; nuls, alors
I'ensemble des vecteurs @, est dit linéairement indépendant.

1.3.c Bases et Repeéeres

Dans 'espace a trois dimensions qui nous entoure, et dans lequel on décrit les phénomenes physiques,
on peut choisir trois vecteurs linéairement indépendants ﬂ, a_2>, @, pour former une base. Tout vecteur
de l'espace a trois dimensions b va pouvoir s’écrire comme une combinaison linéaire des trois vecteurs de
la base :

b=\ ai 4+ Ao @b+ A3 a3

Les coefficients scalaires A1, Ay et A3 sont appelés les coordonnées, ou composantes, du vecteur b sur la
base (a_{, @, 073) On note usuellement :

A1
T = (A.3)
A3

Exemple dans ’espace a deux dimensions

FIGURE A.2 — Construction des coordonnées sur une base quelconque de ’espace a deux dimensions

Les vecteurs aj et a3 définissent deux directions, et sont tracés en partant d’un méme point quelconque
M. Un vecteur l;, ramené au point M, peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs de la
base (af,a3) :

b= AL ai + X ab
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Les coefficients Ay et Ay sont obtenus par projection du vecteur b sur les directions définies par les vecteurs
ai et a3 de la base, parallelement aux directions définies par as et ap respectivement.

La notion de base se généralise aux espaces a n dimensions, et on peut montrer qu'une base doit
comporter autant de vecteurs linéairement indépendants que ’espace a de dimensions. Dans ce cas, tout
vecteur de l’espace a n dimensions peut s’écrire comme une combinaison linéaire des n vecteurs de la
base.

On peut distinguer deux bases particuliéres :
— la base orthogonale : les vecteurs de la base orthogonale sont orthogonaux deux a deux,
— la base orthonormale : les vecteurs de la base orthonormale sont orthogonaux deux a deux et
unitaires, i.e. de norme égale a un. Ils sont habituellement notés (e_1>, e_2>, ceey Eﬁ)

A partir d’une base et d’un point O, choisi arbitrairement comme origine, on construit un repére. Dans
I’espace a trois dimensions, le repere cartésien global est par exemple construit & partir du point O et de
la base orthonormale (4, 7, k) :

1 0
i=|o| . ,ji=(1],k=1]o0
0 0 1

Tout vecteur a de ’espace & trois dimensions peut donc s’écrire comme une combinaison des trois vecteurs
de la base (7,7, k) dans le repére cartésien :

R

a = agt + ayj +ak

Dans ce contexte, on note habituellement les coordonnées a., a, et a., au lieu de A;.

1.3.d Opérations sur les coordonnées

Les opérations d’addition de vecteurs, et de multiplication d’un vecteur par un scalaire peuvent
s’exprimer en termes des coordonnées des vecteurs sur une base choisie. Dans ’espace a trois dimensions,
on choisit la base (7, 7, k) du repére cartésien. Sur cette base, les deux vecteurs @ et b s’écrivent :

g by
i=|a, et b= b,
a, bz

On peut alors écrire les opérations en termes des coordonnées :

Addition :

N Qg ba: Gy + bw
a+b=|a, |+ b =[a,+b,
a, b, a, + b,
Multiplication par un scalaire ) :
Aay,
\d = Aay
Aa,

Relation de Chasles et coordonnées

On considere une pyramide de base carrée, comme illustrée sur la figure . Dans le repere cartésien
(O, f, j, E), les coordonnées des points A, B, C, D qui forment la base carrée de la pyramide sont données
par A = (a,0,0), B=(0,a,0), C = (—a,0,0) et D = (0, —a,0), avec a un scalaire quelconque. Le sommet
de la pyramide correspond au point H de coordonnées H = (0,0, h).
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T

FI1GURE A.3 — Pyramide de base carrée ABCD et de sommet H

Les vecteurs associés aux arétes de la pyramide peuvent étre calculés a ’aide de la relation de Chasles.
Par exemple, le vecteur ﬁ , qui part du point A et mene au point H, peut s’écrire :

Al = OH-0A
0 a
= [(0]-10
h 0
—a
= |0
h

Exemple de mécanique

FIGURE A.4 — Schéma d’une masse m, sur un plan incliné d’un angle 6 par rapport a I’horizontale.

Une masse m, supposée ponctuelle, est placée sur un plan incliné. Si on néglige les frottements, la
masse subit deux forces : son poids ﬁ = m?, qui est da a la gravité, et la réaction du support,
normale au plan incliné. On souhaite appliquer le principe fondamental de la dynamique, pour connaitre

Z?emt:ma

I’expression de

ou a est 'accélération de la masse.

Le principe fondamental de la dynamique est une équation vectorielle. On choisit donc un repére pour
avoir acces aux équations sur les coordonnées des vecteurs. On est dans un espace a deux dimensions,
la base de I'espace ne doit donc contenir que deux vecteurs indépendants. On choisit ’origine du repere
en haut du plan incliné, et les vecteurs de base €, et €, parallele et perpendiculaire au plan incliné
respectivement (voir figure (A.4)).
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Dans son mouvement, la masse ne peut pas décoller du plan incliné, ni s’enfoncer dans sa surface. Le
vecteur accélération n’a donc pas de composante suivant €, et peut s’écrire :

7:ax€$—|—0€y: (%x>

La réaction du support est perpendiculaire au plan incliné, et n’a donc qu’une seule composante suivant

7= (2)

Les coordonnées du poids sont déterminées par projection du vecteur ? sur les directions fixées par la

base (€, €y) :
B . L mg cos (E — ) . mgsin ¢
?—Pmez—&-Pyey— (—mgsin(’s— )) - (—mgcos@)

Finalement, la principe fondamental de la dynamique peut se réecrire :

Few=R+DP= ( mgsin 0 > _ <ax)

R, —mgcosf 0
L’équation sur les coordonnées dans la direction y permet d’exprimer la valeur de la réaction du support :
R, —mgcosf =0

La condition d’équilibre de la masse sur le plan incliné donne donc : R = mg cos 6

II Produit scalaire

I1.1 Définition

Définition géométrique :
Le produit scalaire de deux vecteurs @ et b est un nombre, i.e. un scalaire, défini de fagon géométrique
par la relation : . =

c=d-b=d.|b|.cosd (A.4)

—
iy

oll @ = (@,b) est I'angle entre les vecteurs @ et b, et |d@| et |b] sont les normes (longueurs) des vecteurs

a et b.

=

FIGURE A.5 — Interprétation géométrique du produit scalaire.

Interprétation géométrique
La figure illustre I'interprétation géométrique de la définition du produit scalaire :
— c est égal a la projection de a sur la direction définie par l_;, multipliée par la norme de Z;,
— c est aussi égal a la projection de b sur la direction définie par a@, multipliée par la norme de a.

79



Coordonnées

En conséquence, si @ est unitaire, ¢ est la projection de bsur @ multipliée par 1 : c’est la coordonnée de
b sur @ En se placant dans le repére cartésien, on obtient donc les coordonnées d’un vecteur quelconque
7 sur la base (7, ], k) en faisant :

Vg Uy =T 1
ﬁ - = > = L2
T=vgit+vyjtuv.k=1[v, d’olt Vy =7V-]
Vy UZ:’l_)"k

I1.2 Propriétés

La définition (A.4) permet de déduire les propriétés suivantes, associées au produit scalaire :

— si d et b sont colinéaires alors = 0 et :

a-b=|a|p|
~ si @ et b sont orthogonaux alors = /2 et :
a-b=0
— le produit scalaire est commutatif :
i-b=b-d

— il est également distributif :
— et associatif :

pour tout scalaire p et .

I1.3 TUtilisation des coordonnées

En se plagant dans la base (4, j, k) de espace géométrique a trois dimensions, on considere les vecteurs
aetb:

Qg by
i=|a, ot b= b,
a b

En utilisant les propriétés de commutativité et de distributivité du produit scalaire de @ et 5, on peut
écrire :

QL
Sl
\

= (@i + ay] + azk) - (bai +byj + b.k)
= axbx;;—k aybyj-f—k azbZE'E
+(ayby + azby)i - ]+ (azby + azb.)i - k + (ayb. + azb)k -

La base (i, ], k) est orthonormée donc |i| = |j] = |k| = 1 et les vecteurs i, j, et k sont orthogonaux deux
a deux : i ;: 5 k=k-i=0. Par conséquent :

Produit scalaire et coordonnées :
Le produit scalaire peut s’écrire en termes des coordonnées des vecteurs a@ et b de la fagon suivante :

@ b=ayb, + ayb, + a.b. (A.5)
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IT.4 Norme d’un vecteur

L’expression de la norme d’un vecteur @ se déduit directement de la définition (A.4) du produit
scalaire, et de I’équation (A.5)) qui exprime ce dernier en fonction des coordonnées des vecteurs :

d-d = |d.|@ cos0
= lal”
= ai+a§+a§

Norme et coordonnées :
La norme d’un vecteur d s’exprime en termes de ses coordonnées a,, a, et a, sur la base (i, 7, k) de la

fagon suivante :
|d| = \/a2 + a2 + a2

Exemple

On considére a nouveau la pyramide représentée sur la figure (A.3]). Pour obtenir 'angle 6 = AHB
entre les arétes HA et HB on utilise la relation :

HA-HB

Rl

6 = arcos

—
Les vecteurs HA etﬁ sont donnés par :

a
HA=HO+OA=0OA-0OH= 0
—h

et :

7B _ 5008 — 0B 08 | o

—h
On en déduit la norme des vecteurs Iﬁ et 1?4 :
|HB| = 74| = Var 72
et le produit scalaire :

HA-HE = 12

pour finalement obtenir :

h2
0 = arcos <hQ—|—a2>

IIT Produit vectoriel

I11.1 Définition
Définition géométrique :
Le produit vectoriel de deux vecteurs @ et b est un vecteur ¢, perpendiculaire au plan défini par @ et b
et dont le sens est défini par le triedre direct (a,b, ). On écrit :
F=anb
Sa norme est définie de facon géométrique par la relation :
@ = |a@l.|b|.sin@ (A.6)

—
=

ol = (@,b) est Pangle entre les vecteurs @ et b, et |a@| et [b] sont les normes des vecteurs @ et b.
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FIGURE A.6 — Construction géométrique du produit vectoriel.

Interprétation géométrique
La figure (A.6]) illustre la construction géométrique du produit vectoriel. Comme |b|. sin 6 est la hauteur
du triangle OAB, la norme du produit vectoriel |¢] est égale & l'aire du parallélogramme bati sur les

vecteurs @ et b. Le sens du vecteur ¢ est déterminé par le sens du triedre (@, 5, ) selon la méthode dite
”de la main droite” illustrée sur la figure (A.7]).

Ql

el
anb
FIGURE A.7 — La regle "de la main droite” permet de déterminer le sens du produit vectoriel de deux

vecteurs d et b : le pouce, l'index et le majeur sont disposés de sorte & former un triedre direct. Le pouce
pointe dans la direction du vecteur @, I'index dans celle de b et le majeur indique finalement la direction

du produit vectoriel @ A b.

Base des coordonnées cartésiennes
La base orthonormée du repere cartésien (7,7, k) a été définie au paragraphe {) C’est une base

directe par construction car elle vérifie :

ing =
ink =
EAQ

SuoS o3

II1.2 Propriétés
La définition du produit vectoriel permet de déduire les propriétés suivantes :
— si @ et b sont colinéaires alors # = 0 et :
anb=0

et par conséquent @ A @ = 0,
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— si @ et b sont orthogonaux alors 6 = /2 et :

@‘l

| = |al.|5]

|a@ A

— le produit vectoriel est anticommutatif :

anb=—bAd
car intervertir @ et b revient a changer le signe de 6,
— il est également distributif :
ANAb+ @) =AGANb+ pd A e

pour tout scalaire p et A.

IT1.3 Utilisation des coordonnées

i

En se plagant dans la base orthonormée (i,7,k) de lespace géométrique & trois dimensions, on
considere les vecteurs @ et b :

Qg by
a= | ay et b by
a, b,

Les propriétés d’anticommutativité et de distributivité du produit vectoriel de d et b permettent d’écrire :

GAb = (agi+ayj+a.@) A (bei+byj +b.k)
= apbyi AT+ aybyj AJ+ abk AK
+(azby, — aybx)f/\ j—|— (a b, — axbz)lz Ad+ (ayb, — azby)f/\ k
La base (;, 7. l;) est telle que :
{ f=lil=F=1
iINi=jJNj=kNkE=0

s -
car les vecteurs 7, j, et k sont normés et orthogonaux deux a deux. Par conséquent :

Produit vectoriel et coordonnées :
Le produit vectoriel peut s’écrire en termes des coordonnées des vecteurs a@ et b de la fagon suivante :

ayb, —a.b,
— azba: — awbz (A'7)
azby — ayby

_)
dNAD

La force de Lorentz

Une particule chargée, de charge ¢, se déplagant a la vitesse 7 dans un espace oul régne un champ
magnétique B subit une force appelée force de Lorentz, donnée par :

?:q?/\?

Typiquement, on trouve des espaces ou regnent des champs magnétiques sur la plupart des installations
accélératrices de particules ou d’ions (cyclotrons, synchrotrons etc....). Ces installations sont équipées
d’aimants ou de bobines qui créent des zones de champ magnétique. Lorsqu’elles traversent ces zones, les
particules subissent la force de Lorentz.

Si on se place dans le repére cartésien (O, Z, ;, E), et qu’on suppose la vitesse o dirigée suivant (Ox)
et de norme v, tandis que le champ E est dirigé suivant (Oz) et est de norme B, la force de Lorentz
prend la forme :

v 0 0 0
? =q|O0|A|[O0])=q|—vB]|=—quB|1l| =—quBé,
0 B 0 0
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Dans ce cas, 'amplitude de la force de Lorentz vaut donc quB et la force est dirigée suivant les y négatifs.

Notons qu’on retrouve lexpression de la norme du produit vectoriel, définie par (A.6]), a partir de

Pexpression (A.7)) :

(
= (ayb. — azby)2 + (aby — abe)Q + (agby — aybgﬁ)2
(a7 +ay + a2)? (b3 + by +02)% — (asbs + ayby + azb.)”

|
= a* [o]* — |a* [B]” cos® 0

= |d* |b|* sin> 0

On voit apparaitre dans le développement ci-dessus I'expression du produit scalaire @-b = |@||b| cos 8 o1 6

est I’angle entre les deux vecteurs @ et b. On utilise également la relation trigonométrique 1 — cos? @ = sin” 6.
Finalement on obtient :
\a A b‘ — ||[b| sin @

Aire d’un triangle

L’aire du triangle AH B appartenant & la pyramide de la figure(A.3]) est directement donnée par :

0
1 (¢
—h —h
ha 1 1 1 1
= ha || = 5(2h2a2 +at)z = §a(2h2 +a?)z.
2
a

Double produit vectoriel

En appliquant I'expression 1' on montre que le double produit vectoriel entre trois vecteurs da, b
et € est un vecteur appartenant au plan défini par les vecteurs b et ¢ qui vérifie :

-,

an(bAE) = (G b—(@-b)e (A.8)

On effectue tout d’abord le produit vectoriel bA ¢, et ensuite celui avec @ :

. Oy byc. — byey ay(byey — bycy) — az(byep — byey)
andne = ay | A | baeg —bge. | = | az(bycs — baey) — ag(brcy — bycy)
a, bacy — bycy agz(bzcy — bge,) — ay(bye, —byey)

by(ayey + azc, + agey) — cp(ayby + azb, + agey)
= by(azc, + agey + ayey) — cy(azb, + agby + ayby)
b.(azcy + aycy + azc.) — cx(aghy + ayby + azb,)

b, Cy
= (agCz + aycy + azc;) | by | — (azbs +ayby +a.b.) | ¢y
b, Cz

-,

= b@ o) —aa-b

L’astuce pour obtenir le résultat final est de faire apparaitre le produit scalaire. Par exemple, pour la
premiere coordonnée, on ajoute le terme 0 = bya,c, — brazCy.

Notons que l'ordre dans lequel le double produit vectoriel est effectué est important : la relation
(@n 5) ANC=dAN (l_; A @) est fausse. On montre en fait, en utilisant la propriété d’antisymétrie du produit
vectoriel et ’équation (A.8)), que :

-, -, - —

@AD)AG=—CA(GND) = (Z-B)d — (Z- )b
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I est alors évident que les deux doubles produits vectoriels (@ A b) A & et @ A (b A &) sont en général
différents, puisque le premier est la somme de deux vecteurs paralleles & b et ¢, tandis que le second est
la somme de deux vecteurs paralleles a d et b.

IV  Produit mixte

IV.1 Définition

Définition géométrique :
Le produit mixte de trois vecteurs a, b et ¢ est le produit scalaire entre le vecteur @ A b et le vecteur ¢ :

V=(@a@Ab)-¢
C’est un scalaire. Il peut se noter :

@AD)-c= [5,6,5} = det (5,5,5) - (5,5,5)

Interprétation géométrique
_ Le produit mixte de trois vecteurs est lié au volume du parallélépipede formé par les trois vecteurs a,
b et €. Le volume d’un parallélépidede V est égal au produit de I'aire de sa base A par sa hauteur h.

21
>
S

—

F1GURE A.8 — Parallélépipede construit a partir des trois vecteurs @, beté

Considérons le parallélépipede formé par les vecteurs a, betc représentés sur la figure 1| Sa base
correspond au parallélogramme formé par les vecteurs a et b, donc :

A= ‘am?‘ — |][5| sin @

La hauteur h est égale a la projection du vecteur ¢ sur la normale au plan contenant la base du pa-
rallélépipede. On a vu au paragraphe [l que la projection d’un vecteur sur une droite (i.e. sa coordonnée)
est donnée par le produit scalaire entre ce vecteur et le vecteur unitaire directeur de la droite. Le vecteur
@ A b est normal au plan de la base. Le vecteur unitaire dirigeant la normale est donc :

S

A

ST

ﬁ:

Sy

an

La projection du vecteur ¢ sur la normale est donc égale & :

h=¢-7i=|¢ cosa (A.9)
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avec a I'angle entre ¢ et 7. Finalement, on obtient :

% al|b| sin 0.|c] cos o

| —|

&'/\5’ €] cos o

= |@nD|.7i-E
anb
On montre donc que :
V= (aAb)-¢

Notons que ce calcul aurait pu étre effectué avec n’importe laquelle des trois bases du parallélépipede et
leurs hauteurs correspondantes. Enfin, pour s’assurer que le volume obtenu est positif, il est préférable
de prendre la valeur absolue du produit mixte :

-, -

V=|@nb)-a=|[@na-b=[brd-a

IV.2 Propriétés
Les propriétés du produit vectoriel et du produit scalaire induisent les propriétés suivantes du produit
mixte :
— si

-,

et ¢ forment un triedre direct, alors le produit mixte (@ A b) - € est positif,
et ¢ sont coplanaires, ou si deux des trois vecteurs sont colinéaires, alors :

(

— le produit mixte est invariant par permutation circulaire :

a, b
—sid,b

-,

AB)-E@=0

SI

-,

(@AD)-G=(ZNT)-b=(bAE)-@

— en revanche, il change de signe si on permute deux & deux les vecteurs :

(bAG)-C=—(GAD)-C
IV.3 Utilisation des coordonnées

En se plagant dans la base orthonormée (i,j,k) de espace géométrique & trois dimensions, on
considere les vecteurs a, b et ¢ :

ag by Co
a= | ay et b= | by et C=|¢y
a, b, C,
Le produit mixte s’écrit :
ayb, —a.by, Cs
(@Nb)-¢ = aby —azb, | - | ¢y
azby — ayby C,

= (ayb, —asby)cy + (azby — azby)ey + (azby — ayby)c,
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