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Chapitre 1

Dérivées (Révision)

1.1 Dérivée en un point

Dans ce paragraphe f : D — R est une application d’une partie D de R vers R, et a est un point
de D tel qu’il existe un intervalle I non réduit au point a avec a € I C D.

Définition 1.1. On dit que f est dérivable en a si le taux d’accroissement de f en a, 74, défini sur

D\ {a} par 74(x) = @) = J(a) admet une limite finie en a.
r—a

Cette limite est alors notée f’(a) et appelée dérivée de f en a.

Remarque. Il est équivalent de dire que la fonction A définie sur {h | h # 0, (a + h) € D} par
A _ L) = fo)
h
Interprétation graphique
Soit C'la courbe représentative de f dans un repeére du plan. Si f est dérivable en a alors C' admet
une tangente en a d’équation y = f(a) + (z — a)f’(a).

admet une limite finie en 0.

A

FIGURE 1.1 — Représentation graphique d’une dérivée

Propriété 1.2. f est dérivable en a si et seulement si il existe une fonction € : D — R telle que pour
tout v € D :
f(x) = f(a)+ (z —a)f'(a) + (z — a)e(x) avec lime(z) =0

r—a

Ou, de fagon équivalente, il existe une fonction 1 telle que pour tout (a +h) € D :
fla+h) = f(a) + hf'(a) + he1(h) avec }llirr(l)sl(h) =0
—

Cette écriture est appelée développement limité a l'ordre 1 de f en a.



Cette formule s’interpréte de la fagon suivante, si f est dérivable en a de dérivée f’(a), alors autour
de a, f s’approche par une fonction affine

fla+h) = f(a) + hf'(a) + reste

On peut utiliser cette formule pour calculer des valeurs approchées de f. Par exemple si f est la
fonction “racine carrée” f(a) = y/a alors, pour a > 0, f'(a) = 1/2y/a. En particulier, pour a = 1,
f(1)=1et f/(1) =1/2 donc

h h
\/1+h:1+§+reste:1+§.

Par exemple v1.1 =14 0.1 ~1+0.1/2 = 1.05 ce qui fait une erreur < 0.002.
Propriété 1.3. Une fonction numérique dérivable en a est continue en a.
La réciproque de cette proposition est fausse.

Définition 1.4.

h) —
1. f est dérivable a droite en a si lim flath) = fla)
h—0+ h

notée fj(a) et appelée dérivée de f & droite en a.

h) —
2. f est dérivable a gauche en a si lim flath) = fla)
h—0— h

notée f;(a) et appelée dérivée de f a gauche en a.

existe et est finie; cette limite est alors

existe et est finie; cette limite est alors

3. La fonction f est dérivable sur l'intervalle ouvert |a, b[ si elle est dérivable en tout point de cet
intervalle.

4. La fonction f est dérivable sur 'intervalle fermé [a, b] si elle est dérivable sur U'intervalle ouvert
la, b[, dérivable & droite en a et dérivable a gauche en b

Exemple. x — |z| est dérivable sur | — 0o, 0] et sur [0, +00[ mais elle n’est pas dérivable sur R.

1.2 Opérations sur les dérivées

Propriété 1.5.
1. Si f et g sont dérivables en xy alors f + g est dérivable en xqg et :
(f +9)(x0) = f'(x0) + g’ (o).
2. Si f et g sont dérivables en xq alors fg est dérivable en xq et :

(f9)(x0) = f'(z0)g(xo) + f(20)g' (x0).

1
3. Si f est dérivable en xy et f(xo) # 0 alors — est dérivable en xq et :

(3) () =1 )
7 P(z0)

4. Si f et g sont dérivables en xq et g(xo) # 0 alors i est dérivable en xq et
g

Y ~ f'(w0)g(z0) — f(20)g' (20)
— (.CC()) = 3 .
g 9%(20)

5. Si f est dérivable en xq et g est dérivable en yo = f(xo) alors go f est dérivable en xy et

(g0 f) (z0) = f'(x0)g'(f(x0)).




1.3 Caractérisation des fonctions constantes, monotones et stricte-
ment monotones.

Théoréme 1.6. Soit I = [a,b] un intervalle de R, J =|a, b et une application f : I — R continue
sur I et dérivable sur J.

i. f est croissante (resp. strictement croissante) sur I si et seulement si sa dérivée est positive sur
oy . / . . .
J (resp. positive et f' n’est identiquement nulle sur aucun intervalle).

it. f est décroissante (resp. strictement décroissante) sur I si et seulement si sa dérivée est négative
sur J (resp. négative et f' n’est identiquement nulle sur aucun intervalle ).

1. f est constante sur I si et seulement si sa dérivée est nulle sur J.

1.4 Dérivées des fonctions usuelles

Fonctions Dérivées Intervalles
" nelZ* na" ! R sin > 0;R* sinon
¢ aeR* oz 10, +o0]

e’ e’ R

1
In ’$| ; ]0’+OO[7 ] —O0,0[
CcoS T —sinx R
sinx CcoS T R

1
tan x 1+ tan® = p—p R\{72T+7TZ}
cosh x sinh z R
sinh z cosh x R
1

tanh z 1 — tanh?® = —— R

1 cosh” x
Arcsin x — | -1,1]

V1—2x2
A ! |11
I'CCOS T e — -
V1 — a2 ’

) T

Arctanz R
14 22




1.5 Dérivées successives

Définition 1.7. Soit f: D — R une application.

1. Si f est dérivable sur D on appelle fonction dérivée (d’ordre 1) de f sur D lapplication, notée
f', définie sur D par
ff:D—=R
v (@)

2. Pour n € N, on définit par récurrence la dérivée d’ordre n + 1 de f sur D, que I'on note f (”+1),
/
comme la dérivée, si elle existe, de f ™) sur D : f (nt1) — ( f (")) . Par convention f ©0) = f-

3. Si f admet une dérivée d’ordre n continue sur D, ont dit que f est de classe C" sur D. Si f admet
une dérivée a tous les ordres sur D on dit que f est de classe C°° sur D. On écrit f € C"(D)
(respectivement f € C°(D) ).

Remarque : f est de classe C* signifie que f est continue , f est de classe C! signifie que f est
dérivable et f’ est continue.
f:a— xcosz est de classe O sur R, f: 2 — z|z| est de classe C' sur R

Propriété 1.8. (Reégle de Leibniz)
Si f et g sont deux fonctions définies sur un domaine D et soit xqg € D. Si f et g admettent une
dérivée d’ordre n en xg, alors la fonction f X g admet une dérivée d’ordre n en xq et

n ~ (n -
(F )™ (o) = 3 <k>f(k)(wo)g( ¥ (o)
k=0
Cette formule est a rapprocher de celle du binéme de Newton :
(a+b)" = Z (Z) akpnk,
k=0

|
Rappelons que (Z) = ﬁ se calcule a laide du triangle de Pascal (cette formule étant
'(n —k)!

inutilisable dés que n est grand). On a,

(n) _q (n) . <n> _ n(n —1) (n) _ n(n—1)(n —2)
0 ’ 1 ’ 2 2 ’ 2 6

On retrouve en particulier (fg) (zo) = f'(z0)g(z0) + f(x0)g (z0)-




1.6 Exercices

Exercice corrigé (page suivante)
1. Calculer la dérivée de x — f(z) = |z|sinz.
2. Calculer la dérivée de © — (z) = In(1 + €%).

3. Calculez les dérivées n-itme de ¢(x) = z2e”

Calcul de dérivée
1. Calculer la dérivée de f(z) =In(z + Va2 +1).

2. Soient n,p deux entiers. Calculer la dérivée de f(z) =sin" x. cos?

3. Calculer la dérivée de x — f(z) = 5 V?,

Calcul de dérivées successives
1. Soit n > 1 un entier. Déterminer la dérivée d’ordre k de f: x — x™.

2. Déterminer la dérivée d’ordre n de f: z — **

1
3. Déterminer la dérivée d’ordre n de f:xz — Tr etde f:x —
x

1—=z

4. Déterminer la dérivée d’ordre n de f:x — In(1 + z).

T
5. Montrer que la dérivée d’ordre n de x — sinz est © — sin(x + nE)

Soit f définie sur [0,27] par f(z) = x — 2sin(x). Déterminer les variations de f et tracer son
graphe.

On tire un objet de poids P sur un plan horizontal & 1’aide d’une corde a laquelle est appliquée
une force. Si 6 désigne I'angle que fait la corde avec le plan, alors, a la limite de glissement, ’intensité

de la force est donnée par
__mP

~ psiné 4 cosé

ol i est une constante positive appelée cefficient de friction et ou 0 < 0 < 7 /2. Démontrer que F est
minimale lorsque tan 6 = pu.

[6] Formule de Leibniz

4
1. On note P un polynéme. Calculer (P(:c)e%)( ).

2. Calculer la dérivée d’ordre n = 3 de f : 2 — z°sin z.

3. Calculer la dérivée d’ordre n > 2 de f : 2z — (2 + 1)e**,

10



1.7 Solution de ’exercice

rsinx siz>0

1) On remarque que f(z) =<0 si z = 0. Ainsi, pour z > 0 et pour x < 0, il suffit d’utiliser
—zrsinx six <0
sinx + xrcosx siz>0
la formule de dérivation du produit, f'(z) = { ) _ . Pour x = 0, il faut revenir
—sinz —xzcosz siz<

a la définition :

f(z) — f(0) {sinx si:z:>0_>{0 six—>0+.

x—0 —sinz sixz <0 0 siz—0"
Lo . : . f(z) — f(0) o
La limite a droite et a gauche en 0 existent et coincident, donc Er— — 0 quand = — 0. Ainsi
x —_—
f est dérivable en 0 et f'(0) = 0. En résumé
sinx + xcosx siz>0
f'(z)y=<0 siz=0.

—sinx —xcosx siz <0

On peut remarquer que f’ est continue, donc que f est de classe C.

2) ¢ = fogavec f(t) = In(1 +1t) et g(x) = €. Donc f'(t) =

T

T+ 1 et ¢'(x) = € et enfin
e
1 4er’
- x g v () =2 et gla) = .
= 2z, f"( y=2et fF(z *Opourk‘23
ote que ¢'(z) = —e ™" et ¢"(x) = ¢ = g(x) donc g®P)(x) = g(z) = e ¥ et g (z) =
—g(x) = —e™" et ainsi ¢ (z) = (=1)Fe®.

En utllisant la formule de Leibnitz, on obtient donc

(Z)f(k) (2)g" P (@)

I ©=%=5
B
:j\/

M=

o™ (z) =

=
Il

0

I
M

<Z>f<'f> () (=1 Fg" P (@) puisque /O (2) = 0 pour k>3

=
Il

0

0);82(—1)"6_9” + <1>2x(—1)”_1e_x + <2>2(—1)”_26_“”

—1)"(2* = 2nz +n(n —1))e ™™

3

—

11



Chapitre 2

Développements limités

2.1 Notion de développement limité

Définition 2.1. Soient n > 0 un entier, I un intervalle ouvert, xg € I et f une fonction définie sur I.
On dit que f admet un développement limité a ’ordre n en xg si il existe des réels ag, a1, ...an
tels que

f(zo+ h) = ag + arh + ash® + ... + a,h™ + he(h) avec lime(h) =0

h—0
Remarques :

n
1. Le polynéme P(h) = Z aih® s’appelle la partie réguliere du développement limité.
k=0

2. On dit que la fonction h — h"e(h) est négligeable devant h™ et on écrit parfois, a la place de
h"e(h), o(h™) (lire : petit o de h").

3. Lorsque zg = 0 et h = x le développement limité a ’ordre n en 0 de f s’écrit

f(@) = a0+ a1z + azz® + ... + ana” + 2"e(2) avec lin% e(z)=0
z—
1 — gntl
Exemple : Il est bien connu que pour z # 1, 1 +z + 22 + ... + 2" = 4 On en déduit que
-
1 n+1

— =14zt 2i+. 2"+ —l4z422+.. +a"+a"—2
1—=x 1—=x 1—=x

x
En posant e(z) = 1 , on a bien

1
=14z4+2°+... +a2"+2"(z) avec lim e(z) = 0.
11—z z—0

En changeant x en —x dans la formule précédente, on obtient

1 _ 2 n,.n n : _
1+$—1—x+x +... 4+ (=1)"2" + a"e(x) avec ili%e(:v)—(). (2.1)

Théoréme 2.2 (Taylor-Young). Si f admet une dérivée d’ordre n en xg, alors f admet un dévelop-
pement limité a l'ordre n en xqg qui est donné par la formule suivante, dite de Taylor Young :

AT R ) n
A )+ 0 )+

2
Flzo+h) = f(xo) + hf'(x0) + %f@) (z0) + ...+

avec lim e(h) = 0.
h—0

12



f(k:) (o)
k!

On a donc ap = pour k=0,...,n.

Exemple : Comme ’exponentielle est sa propre dérivée, on a, pour tout n € N, exp(”) (0) = exp(0) = 1.
La formule de Taylor-Young s’écrit alors pour f = exp et xg = 0,

z? x"
exp(z) = 1+x+?+...+ﬁ+x"5(:c).
2.2 Propriétés
Théoréme 2.3. Si la fonction f posséde un développement limité a l’ordre n au point xq, ce dévelop-

pement est unique.

Corollaire : Si la fonction f admet un développement limité & ’ordre n en 0

fx) = Z apx® + 2"e(x)
k=0

n

alors sa partie réguliere P(z) = Z arz” est un polynéme pair (impair) si f est une fonction paire
k=0

(respectivement impaire).

Propriété 2.4. Soient I un intervalle ouvert, g € I et f une fonction définie sur I.

1. La fonction f est continue en xq si et seulement si elle posséde un développement limité d [’ordre
0 en ce point. Dans ce cas le développement limité est

f(zo+h) = f(zo) +e(h) avec }lLii%s(h) =0

2. La fonction f est dérivable en xy si et seulement si elle posséde un développement limité a
l’ordre 1 en ce point. Dans ce cas le développement limité est

f(xo +h) = f(xo) + hf'(zo) + he(h) avec lime(h) =0

h—0

Théoréme 2.5. Soient I un intervalle de R, f : I — R une fonction continue sur I et F une primitive
de f sur 1. St f admet au point xqo le développement limité

f(zo+h) = ap + arh + ash® + ... + a,h™ + h"e(h) avec lime(h) =0

h—0
alors F' admet au point xq le développement limité
h2 hn—l—l
F(zog+ h) = F(xo) + aph + a1 +...+ n 7 + B ey (h) avec ’1113551(]1) =0
Exemple : f: = +— est continue sur I =] — 1,1[ et F': z — In(1 + ) est une primitive de f

1+
sur I. On déduit du développement limité de f en 0 a l'ordre n (voir formule 2.1) celui de F' en 0 a

Pordre n + 1 :

.%‘2 5(53 In+1
ln(l—i-a:):111(1+0)+x—?+§+...+(—1)"n+1 + 2" Me(z)
2 3 n+1
X x i
— ) —1)" n+1
x 2+ +...+( )n+1+$ e(x)

13



Théoréme 2.6. Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction de classe C™ sur I. Si f admet
au point xg le développement limité

f(zo+h) = ap + arh + ash® 4+ ... + a,h™ + h"e(h) avec }llii%s(h) =0

alors ' admet au point xq le développement limité

f'(zo + h) = a1 + 2ash + 3azh® + ... + na, k"t + B ey (h) avec flzg% e1(h) =0

1
Exemple : f: z+— ] est de classe C™ sur I =] — 1,1[. On déduit du développement limité de f
x

en 0 & l'ordre n (voir formule 2.1) celui de f en 0 & I'ordre n — 1 :

1
f(z) = e = —1+22 322 +... + (=) "nz""" + 2" e(x).

2.3 Développements limités des fonctions usuelles en 0.

2 n
e 1.2 T T gn
e —1+1!+2!—|—...+n!+:v e(x)
22 gt 220 o
ch(x):l—l—g—i—ﬁ—i—...—i—@n)!—i—a: e(z)
23 p2nt1 -
1.2 .’E4 n.,L.Zn on
cos(x):1—§+ﬂ—l—...+(—1) (2n)!+$ e(x)
' 25 g2t -
-1 -1)...(a— 1
(1+x)a:1+om:+a(a2')x2+...+a(a ) '(a nt )x"+x”5(a§)
! n!
1
17:1+x—|—m2—|—...—|—x”—|—x”5($)
-z
1
1+x:17x+:v27x3+ + (—1)"z" 4+ z2"e(x)
1132 n
ln(l—:c):—:c—?— ..—?+$”s(az)
r? 28 1T
ln(l—i—a:)z:c—;—i—;%— (=D + 2"¢e(x)

2.4 Opérations sur les développements limités
Soient f, g deux fonctions qui admettent en 0 les développements limités a l'ordre n suivants

f(x) = ap + a1x + agx® + ... + a2 + 2"e(w)
9(x) = by + bix + boa® + ...+ bya" + 2"e()

On note P(x) = ap + a1z + asx? + ...+ apa™ et Q(x) =by+ b1z + box® + ... + bpa"

14



e f 4+ g admet en 0 un développement limité a I'ordre n donné par :

(f +9)(@) = f(z) +9(z) = P(z) + Q(x) + 2"&(x)

e fg admet en 0 un développement limité & ’'ordre n donné par :

(f-9)(x) = f(z).9(x) = R(x) + 2"e(x)

ot R(x) s’obtient en développant le produit des polynéomes P(x).Q(z) et en ne gardant que les termes
de degré inférieur ou égaux a n.

e Si by # 0 alors i admet en 0 un développement limité a ’ordre n que I'on obtient en effectuant

la division suivant les puissances croissantes de z jusqu’a ordre n de ag + a1z + asz® + . . . + a,z" par
bo + b1z + b2:L’2 + ...+ by

e Si by =0 alors f o g admet en 0 un développement limité a l'ordre n. On a :

(fog)(x) = a0+ a[Q(@)] + a2[Q* ()] + ... + au[Q" ()] + a"e(x)

oll [Qk(x)] désigne le polynome obtenu en développant le produit Q¥(z) et en ne gardant que les
termes de degré inférieur ou égaux a n.
Exemples : Développements limités en 0 a 'ordre 5 :

e
f(x):e—1+1+—+§+—+§+xg()
3 5
x>
g()_Slnﬂf—Jf—§+§+x5()
2 3 ot b 3 2o
OnnoteP()—l—i-l'—i-f-i-?—i- —i-yetQ()—gc—ﬁ—i—a
¢ 5
o c” +smx—1+2w+§+—+2a+x5()
[ ]
o . lma:2 3 a:4 x5 x3 :c5
B 3 ad 3 72 3 3 xt 5
I I el s 3 +§[]+E[:c}+xa(x)
1
:x+a:2+3x3 %x‘:’—i-m‘r’s(x)
[ ]
(exp o sin)(x) = 5*
3 2P .
:ew §+5'+xs(x)
S L | 3 517 1 R AL .
=ltje—grt | Tglr-grto| Tyt gty + z%e(z)
1 x> 54 1 23 55 .
1x51214131514155
_1+[1:—6x —1—5' —f—{x —3x]+6[az —2az]+24[$}+120[ }—kxs(m)

1 1 1
=1l+4+a+ 2x - §x4 1—5x5+x55($)
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Exemple : Obtention du développement limité a l'ordre 5 de tan x par division suivant les puissances
5

4
. : EBN 9 x x r r
croissantes dex3usqualordre5dex—§+apar1_§+ﬂ+0'
2P ? ot
- — 4 1— —
6 120 2 24
B
T Tl | T 1
_ ot _a
N 3 3
e
3 6
B 22°
- 15
3 5
2
D’oﬁ:tanx:a:—k%-i-%‘i‘ﬂ?sf(x)
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2.5 Exercices

2.5.1 Exercices corrigés

1+ 22

2

2
. DL(0 de/
6(0) de | N

3. DL4(0) de 1/ cosz.
4. DL,(0) de arctan x.

5. Déterminez lim (1 — 2% + sin z arctan z)
z—0t

(\V)

dt.

1/904_
2.5.2 Calcul de développements limités

a. Ecrire le développement limité de /1 + z a l'ordre 3 au point 0

b. Ecrire le développement limité de In(z) a 'ordre 3 au point 1 puis au point 5.

Ecrire le développement limité de exp(z — 1) a 'ordre 3 au point 0. En déduire le développement
limité de exp(z) a 'ordre 3 au point -1.

@ Ecrire le dévelopement limité de a l'ordre 3 au point 0. En déduire le développement

1
1+ (x/2)
limité de 1/x & l'ordre 3 au point 2.

Ecrire le dévelopement limité de In(1+ (x/e)) a 'ordre 2 au point 0. En déduire le développement
limité de Inx & 'ordre 2 au point e.

Déterminer le développement limité en xg a 'ordre n des fonctions :

x—e¥ (zg=1); x — cos(z) (xg=m/4).

Ecrire le développement limité en 0 a 'ordre indiqué entre parentheéses des fonctions suivantes :

x — e 4 cosz (4); x — (22 4+ 1) sh(x) (6); x—e’In(l+2x) (3);

x — tanz (5); x_}lnil_—xx) (4); x%ﬁ (5);
x — In(cos(z)) (4); z — e350T (4):; x — \cosx (4)
2.5.3 Applications
Calculer les limites suivantes :
1 }}L% xxis;?nxx ; 9 ilg% 2(ch x);;)sw -2 ;

—— g2
3. im YT 4 lim (x —2%In(1 + 1/2))

20 (sinz)? ’ z5Foo
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Soit f la fonction définie par f(x) = In(2? + 2z + 2).

Etudier la fonction f au voisinage de 0 en précisant bien la tangente a la courbe en ce point, ainsi
que la position de la courbe par rapport a cette tangente.

1 1
Soit f la fonction définie par f(z) = — —

xr tanx

1. Montrer que 'on peut prolonger f en 0 par continuité.

2. Montrer que la courbe représentative de f admet une tangente au point d’abscisse 0 et préciser
la position de la courbe par rapport a cette tangente.

Soit f la fonction définie par f(x) = Inz.

Montrer que la courbe de f admet au point d’abscisse 1 une tangente que ’on déterminera. Préciser
la position de la courbe par rapport a cette tangente.

2.5.4 Exercice avec des équations différentielles

DS 2007

On se propose de trouver le développement limité a 'ordre 9 en 0 de la fonction dérivable tangente
hyperbolique tanh(x) exclusivement par la méthode de 1'équation différentielle.
1. Montrer que tanh vérifie I’équation différentielle

y/ _ 1 _ y2.
2. Donner les raisons pour lesquelles tanh admet un développement limité de la forme
tanh(z) = z + az® + bz® + ca” + da® + 2% (z)

ou a, b c et d sont des constantes réelles et £1 est une fonction nulle et continue en 0.
3. Donner les raisons pour lesquelles (tanh) admet un développement limité de la forme

tanh’(z) = 1 4 3az? 4 5bx* + Tca® + 9da® + 2%y (2)

ou g9 est une fonction nulle et continue en 0.
4. Trouver le développement limité a l'ordre 9 en 0 de tanh(z).
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2.6 Solutions des exercices

, 1+a?) 2 _ 3 5 3
.Onecr1tln(1+x>—ln(1+x)—ln(1+x)——x+2x —E—Fo(x ).
1 2 3t e z® 3P
=1+ ) V2 o1 1 4 od) d / dt =0 — — 42— 6) et
1 (1+17) 2+-8-+d )oncO — x 6+_4)+0@)e

LS| @1 | o 3zt 32°  3aF 6
7dt:/ 7dt—/ ———dt =+t - - T T 1 (2.
/x V14t 0 V1412 1+¢2 6 6 40 40 (")

2?2 2t 4 1 2 2 a? ot 4
. cosT = 1—?—#1—1-0(3: ), T+¢ =1—-t+t°+o(t). Onposetz—;%—ﬁ—i-o(x)et on
trouve )
1 x 5 4 4
T .
Ccos T * 2 +24x +o(z)
arctan’(z) = N =1-a?4+z'+ -+ (—1)”:32" + :172"5@) donc arctan(z) = x — m—3 + x—s +
' 1+ 22 35
:L‘Qn-i-l _—
D g e
In(1 — 22 + si t 3
(-2t sinxarctanx)l/x4 = exp n(l-e —|—s14na:arc anm). Mais sinx = = — % + o(zt) et
3 !
arctanz = x — 5 + o(z*) donc
3 3 4
—2? + sinzarctanz = (x — i)’) (:c — 3;)) — 224 o(gg4) = _%
In(1 — 22 + si t 1 1
puis In(1 + ) = 1 + o(t) done "ML EIMTAKMI) Loy L
x

lim (1 — 2%+ sinxarctanx)l/x4 —el/2 = Ve.
z—0t
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Chapitre 3

Arcs paramétrés

3.1 Fonctions vectorielles

3.1.1 Plan, base et repére

L’ensemble R? = {(z,y) | € R,y € R} sera appelé plan. Il peut étre vu indifféremment comme
un ensemble de vecteurs ou de points.
Soient i, 7 € R%. On dit que ces deux vecteurs sont colinéaires s'il existe (a, 8) # (0,0) tels que

ol + 7 = 0.
Si @ # 0, cela équivaut a Iexistence de v € R tel que
U = yu.

Définition 3.1. Soient @, 7 € R%. On dit que (u, V) est une base de R? si ces deux vecteurs ne sont
pas colinéaires.

On peut montrer que si (@, ?) est une base de R?, alors tout vecteur @ se décompose de facon
unique dans la base, c’est-a-dire, qu'il existe un unique couple («, ) tel que

W= ot + BU.
Le couple (a, 3) s’appelle les coordonnées de o dans la base (, V).
Plus généralement, on peut définir une base de R™ comme un n-uplet (u,...,u,) tel que pour
tout @ € R", il existe un unique n-uplet (aq, ..., ay,) vérifiant
W= oqui + ...+ aplny.
Théoréme 3.2. Soient i = (a,b), T = (c,d) deuz vecteurs de R%, alors (i,7) est une base de R? si,

et seulement si,

det(u, V) =

a ¢
b d—ad—bc#O.

Définition 3.3. Un repére du plan est la donnée d’un point O (origine), et d’une base (Z, j) de R2.
Etant donné un point M quelconque du plan, on appelle coordonnées de M dans le repére (O,Z,;),

=

les coordonnées du vecteur OM dans la base (?, j)

Un élément (z,y) de R? peut donc étre vu, soit comme les coordonnées d’un point du plan, soit
comme les coordonnées d’un vecteur de R
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3.1.2 Norme, Produit scalaire, Produit vectoriel

Quelques rappels de définitions :
e Pour @ = (x1,...,2,) € R" on pose

l@ll = /23 + a3+ ... +a2

L’application @ — ||| s’appelle la norme euclidienne sur R".
e Pour @ = (z1,...,7,) € R" et T = (2,...,2]) € R" le produit scalaire usuel sur R™ est défini
par :

n
e dd / / /
UV = E 1T + T2y + ...+ TpT,
1

1 vérifie : ||| = Vi.a
e le produit vectoriel des vecteurs @ et ¥ de R® est défini par le vecteur :

—

UNT = (y2 — zy')?> + (22’ —22') j + (zy — y:c')%>

3.1.3 Fonctions vectorielles, limites et dérivées

Définition 3.4. On appelle fonction vectorielle d’une variable réelle une application F d’une partie
I de R dans R"

F:I—R"
t— (f1(t), f2(t), -, fult))
Les fonctions numériques fi, fo, ..., fn définies sur I C R, s’appellent les fonctions coordonnées de F

dans la base canonique de R".

Remarque : Dans les exercices I sera un intervalle non réduit & un point ou une réunion finie
d’intervalles non réduits a un point et n = 2 ou n = 3.

On peut aussi définir les fonctions coordonnées de F dans une autre base de R" que la base
canonique.

Exemple: F: R — R? Onaalors fi: R — R et fo: R —R
t — (e',sint) t —eé t —sint
La fonction F peut s’interpréter comme une fonction qui associe a tout temps ¢ un point M; du
plan d’abscisse ! et d’ordonnée sin .
On peut définir les notions de limite, continuité et dérivabilité.

Définition 3.5. Soient ty € R et F : I —+ R” une fonction vectorielle définie sur un voisinage de tg
sauf, peut-étre, en tg et L € R™.
On dit que F' a pour limite L en tg, et on écrit tli_}r? F(t)=1L,si
0

lim ||F(t) — L|| = 0.

t—to

Le théoréme suivant permet de calculer la limite d’une fonction vectorielle si on connait ses coor-
données dans une base.

Théoréme 3.6. Soient to € R et F : I — R" une fonction vectorielle définie sur un voisinage de tg

sauf, peut-étre, en tg. On note fi, fa,..., fn les fonctions coordonnées de F dans une base de R™ et
L € R" de coordonnées (11, ...,1l,) dans cette base. Alors tlin? F(t) = L si et seulement si thr? filt)y =1

—to —t0
pourt=1,...,n.

Le théoréeme dit que les coordonnées de la limite sont les limites des coordonnées.

Définition 3.7. Soient ty € R et F : I — R" une fonction vectorielle définie sur un voisinage de tg
On dit que F est continue en tg si tli_)r? F(t) = F(to).
0
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Théoréme 3.8. Soient F : I — R™ wune fonction wvectorielle définie sur un voisinage de tg et
f1, fo, ..., fn les fonctions coordonnées de F'. La fonction vectorielle F' est continue en ty si et seule-
ment si chacune de ses fonctions coordonnées est continue en tg.

Définition 3.9. Soient tg € R et F : T —s R" une fonction vectorielle définie sur un voisinage de tg
et L € R"™. On dit que F' est dérivable en ¢, de dérivée L si

—

Fe) - )
R~ Fl) _
t—to t—to

Le vecteur L se note F/ (to). On dit que F est dérivable sur I si F admet une dérivée en tout point de
to € I. La fonction F' : ¢t — F'(t) s’appelle la fonction dérivée de F'.

Théoréme 3.10. Soient F' : I — R™ une fonction vectorielle définie sur un voisinage de to et
f1, fo, ..., fn les fonctions coordonnées de F. La fonction vectorielle F' est dérivable en ty si et seule-
ment si chacune de ses fonctions coordonnées est dérivable en ty. Si F' est dérivable en ty alors,

F(to) = (f1(to), -- - 4 (to))-
Exemple : f; et fo sont dérivables sur R, donc F' est dérivable sur R, et on a :
VieR, F'(t) = (e, cost).

Théoréme 3.11. Soient F: I — R" et G : I — R" deux fonctions vectorielles dérivables et A € R
un scalaire. ,
- F + G est dérivable et (FJr G) =F 4+

— AF est dérivable et ()\ ﬁ)/ = \F’
— F.G est dérivable et (ﬁé)/ =F.G+F.G
~ FAG est dérivable et (ﬁAé)I:ﬁ’Aé+ﬁAé'
Théoréme 3.12. Soient F: I — R™ et @ : I — R deux fonctions dérivables.
@ F est dérivable et (gp ﬁ)/ = F+oF

3.1.4 La formule de Taylor-Young.

Définition 3.13. Soit £ : I —s R” une fonction vectorielle dérivable sur I. Si la fonction vectorielle
F" est dérivable sa dérivée se note F” ou encore FPet on I’appelle la dérivée seconde de F.Si F
admet une dérivée d’ordre n, F ("), qui est dérivable on note sa dérivée Frtl)

Si F = (f1,---, fn) admet une dérivée d’ordre n, alors F) = (fl("), cel, f,(L”))

F est de classe C™ sur I si elle admet une dérivée d’ordre n sur I et que celle-ci est continue sur I.

Théoréme 3.14. Soient a un réel et F : I —s R™ une fonction vectorielle définie sur un intervalle
owvert I contenant a et qui admet une dérivée d’ordre n en a alors

_ . o h2 . hn—l
— / ZF®@
F(a+h) F(a)+hF(a)+2!F (a)+...+(n_1)!

F=Y(a) + h—,ﬁ")(a) + h"&(h)
n:

Exemple : f] et fo sont de classe C™ sur R, donc F € C®(R), et on a :

N ViER, FO0) = o+ 25,

D’otu la formule de Taylor-Young a I'ordre 2 en 0 :
_, . . e )
F(h) =F(0) +hF'(0) +5,F®(0) +h*E(h) ot Jim &(h) =0.

21 h—0
N s +h—2 ! +h*&(h)
o 1 210 €

On obtient la méme formule en utilisant les développements limités en 0 & ordre 2 de f; et fo.
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3.2 Arcs plans paramétrés

Définition 3.15. On appelle arc paramétré du plan R? tout couple (7, F ) ou I est un intervalle de R
et F une fonction vectorielle continue de I dans R2.

e [’image F (I) C R?, s’appelle le support de larc. Ce support s’appelle aussi une courbe paramé-
trée du plan.

Le systeme d’équations : { ?jg t)) est appelé une représentation paramétrique de cette courbe.
e Lorsque I = [a,b] est un intervalle fermé borné, on dit que arc (I, F) est un arc paramétré

compact, ou encore chemin; Les points F(a) et F(b) de R? s’appellent l'origine et I'extrémité du
chemin.
e Lorsque F est de classe C*, on dit que l'arc paramétré (I, F) est de classe Ck.

Définition 3.16. Soient (I, F') un arc paramétré et M € R? un point de son support S = F(I). M
est un point multiple s’il existe au moins 2 éléments distincts ¢ et t' de I tels que ﬁ(t) = ﬁ(t’).
Par exemple un point géométrique M (t1) = (z(t1), y(t1)) est un point double s’il existe une valeur
to # t1 telle que M(t1) = M(ts).
On cherche donc un point double en résolvant le systéme z(t1) = x(t)
y(t1) = y(ta)

3.2.1 Paramétrage de courbes usuelles

La droite passant par A = (g, o) et dirignée par & = (a,b). On peut la paramétrer de la fagon
suivante
x(t) = zo + at

M = (z(t),y(t)) = A+ ti = {y(t) =yo + bt

Le cercle de centre C' = (x0,y0) de rayon r. On peut la paramétrer de la fagon suivante

_ _ . Jax(t) =z0 + rcost
M = (z(t),y(t)) = C + r(cost,sint) = {y(t) — o+ rsint
x(t) = xo + acost
y(t) =yo + bsint’
L’hyperbole z? — y? = 1. Elle se découpe en deux branches : z > 0 et z < 0 qui peuvent se
x(t) = cosht {x(t) = —cosht feR

(x — m)? L= Yo)?

Plus généralement, I’ellipse 5 72 = 1 peut se paramétrer par {
a

paramétrer respectivement par {y (£) = sinh ¢ y(t) = sinh ¢

3.2.2 Etude locale en un point

Commencons par tracer ’arc paramétré

FHEAEEY

ou p,q sont des entiers avec p < ¢. Remarquons que z (resp. y) a méme parité que p (resp. q) et

qu’il suffit donc de tracer l’arc pour ¢t € [0, 1]. Mais, quand ¢ > 0, x = t¥ équivaut a t = 2P et donc

0,1 — R
Tz o gi/P

g/p > 1 on obtient une courbe “d’aspect parabolique”. La partie ¢ € [—~1,0) s’obtient & l'aide des

symeétries :

y = t7 = 29/P_ Cette partie de I'arc est donc le graphe de la fonction Comme ¢ > p,

—

Définition 3.17. Soit (I, F') un arc paramétré du plan, ty € I et C sa courbe paramétrée. Pour ¢t € I
on note M (t) le point F'(¢) . On suppose que pour ¢ proche de t( et distinct de to, M (t) # M(to).
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a) p impair ¢ pair b) p impair ¢ impair

,ox(—t) = —x(t) L x(—t) = —x(t)

Symetrie y(—t) = y(t) symetrie (—t) = —y(t)
partie t € [0,1] : ) p pair ¢ impair d) p pair ¢ pair
graphe de y = 2P/4,
(p/q>1)

ox(—t) = z(t) . x(—t) = x(t)
Symeétrie symétrie
Ty = =y Ty =y

FIGURE 3.1 — Les principales symétries usuelles d’une courbe

M{(to)M(t

| M (t0) M|
on dit que C admet en M (tJ) (resp. M(t;)) une demi- tangente qui est la demi-droite d’origine M (t)
et de vecteur directeur cette limite.

e Si ces limites sont égales ou opposées, on dit que C' admet en M (tp) une tangente qui est la
droite portant les deux demi-tangentes.

e Si le vecteur unitaire admet une limite lorque ¢ tend vers ¢J (respectivement t; ),

Théoréme 3.18. Soit (I, ﬁ) un arc paramétré du plan de classe C*, to € I et C' sa courbe paramétrée.
On note p le plus petit entier > 1 tel que F(p)(t()) # 0 (on suppose qu’un tel p existe). Alors F®) (to)
est un vecteur directeur de la tangente da la courbe en M(ty) et l’équation de cette tangente est donc

(y — y(t0))zP(to) = (z — z(t0))y™ (to).

Lorsque F '(to) # 0, on a p = 1 et le point M (to) est dit régulier. L’équation de la tangente & la
courbe en M (ty) est dans ce cas

(y — y(to))' (to) = (v — z(t0))y'(to)-
Lorsque F'(to) =0, on a p > 1 et le point M (to) est dit singulier ou stationnaire.

Théoréme 3.19. Soit (1, ﬁ) un arc paramétré du plan de classe suffisante, to € I et C sa courbe
paramétrée ; soit

e p le plus petit entier > 1 tel que F®) (to) # 0

e ¢ le plus petit entier > p tel que (ﬁ(p) (to),ﬁ(‘Z) (to)) soit une base.

Si on note (X(t),Y(t)) les coordonnées du point M(t) dans le repére (M(to),ﬁ(p) (o), F®) (to))

olors
(t —1p )p

p!

(t—to)?

X(t) ~ p

Y(t) ~

Ceci permet de tracer localement (au voisinage de M (tp)) la courbe dans ce repére :
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ARl LID.II

M(4

FIGURE 3.2 — Si p est impair et q est
pair M (tp) est un point ordinaire

i

(o)

FIGURE 3.4 — Si p est pair et q est im-
pair M (tp) est un point de rebrous-
sement de premiere espece

On peut comparer cette figure a la figure 3.1.

3.2.3 Etude des branches infinies

f.ll"‘ ’ ||.t|:|,l

oy

M(#a

FIGURE 3.3 — Si p est impair et q est
impair M (tp) est un point d’inflexion

FIGURE 3.5 — Si p est pair et q est pair
M (tp) est un point de rebroussement
de deuxieme espece

Soit f : I — R? un arc paramétré du plan de fonctions coordonnées z(t) et y(t), C' sa courbe
paramétrée et top un nombre appartenant & I ou une extrémité de I (dans ce cas on peut avoir

to = £00).

1. Sil'une au moins des fonctions coordonnées z(t) ou y(t) ne reste pas bornée lorsque ¢ tend vers
to, on dit que C présente une branche infinie quand ¢ tend #g.

2. Si limz(t) =aoua € R et tlir? y(t) = £oo, on dit que C' admet pour asymptote la droite
—to

t—to

verticale d’équation x = a. De méme si tlir? z(t) = oo et tlingl y(t) =boub e R, alors C admet
—to —to

pour asymptote la droite horizontale d’équation y = b.

3. Si les fonctions coordonnées x(t) et y(t) tendent vers U'infini lorsque ¢ tend vers ty on étudie la

t
limite du rapport M lorsque t — tg

(1)
y(t)

(a) Si lim == = 0 on dit que C' admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses.

t—to z(t)



y(t)

(b) Si tlin? ﬁ = Zo00 on dit que C' admet une branche parabolique de direction 'axe des
—to T
ordonnées.
t
(c) Si tli_>ntl ygt% = a ou a est un réel non nul on dit que C' admet une direction asymptotique
0T

de direction la droite d’équation y = ax. On étudie alors tlir? y(t) — ax(t).
—to
- tli_gl y(t) — ax(t) = oo, on dit que C' admet une branche parabolique de direction la
0

droite d’équation y = azx.

- thI? y(t) —az(t) = b, on dit que C admet pour asymptote la droite d’équation y = ax +b.
—to

Dans ce cas la position de la courbe par rapport a son asymptote est donnée par 1’étude
du signe de y(t) — ax(t) — b lorsque ¢ tend vers .

3.2.4 Plan d’étude d’un arc paramétré

T =a(t
On considere C' une courbe de représentation paramétrique { Et; ,tel
y=y

Intervalle d’étude

1. On détermine les domaines de définition qui sont en pratique des intervalles ou des réunions
d’intervalles, et ’ensemble de définition D est I'intersection des domaines de définitions de x et
de y.

2. On recherche si des considérations de parité ou de périodicité permettent de réduire le domaine
d’étude. Par exemple :

— S’il existe une période commune 7' € R & z et & y, la courbe est entierement décrite par 1’étude
sur un intervalle de longueur 7.
— On cherche ensuite des changements de parametre ¢ qui induisent des transformations géomé-
triques simples. Par exemple : ¢ : t — —t,ou p:t— w1 —t, oup:t+— w+t, etc.
2( (1)) = (1) 2 (1)) = —a(t)
y(p(t) = —y(t) y(e(t)) = y(t)
sym / axe Ox, sym/ axe Oy,
z(p(t)) = —a(t) z(p(t)) = y(t)
y(e(t) = —y(t) y(e(t)) = x(t)
symeétrie centrale symétrie par rapport
a la diagonale y = x

Etude des fonctions coordonnées

On étudie les variations des deux fonctions numériques z et y.
Les résultats sont consignés dans un tableau de variation comportant :
— Les valeurs intéressantes de t,
— Le signe de 2/(t), et ses valeurs aux points intéressants ( pour la tangente)
— Le signe de y/(t), et ses valeurs aux points intéressants ( pour la tangente)
— Le sens de variations de z(t), ses limites et ses valeurs aux points intéressants,
— Le sens de variations de y(t), ses limites et ses valeurs aux points intéressants
y'(t)
a!(t)

— 1II est parfois utile de considérer , qui est le coefficient directeur de la tangente a la courbe

dans le cas d’un point régulier.

Etude de la courbe C.

1. Détermination des branches infinies et de leur nature.

2. Détermination des points singuliers, de leur nature, et de l'allure de la courbe au voisinage de
ces points.
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3. On peut étre conduit a rechercher des points d’inflexions ou des points multiples.
4. Allure de la courbe.

3.2.5 Exemple

2
x(t) =
Soit I' la courbe plane définie par la paramétrisation Q t— i . T est définie sur R\ {0, 1}.
y(t) =t+ n
t |—o0 —2 0 1 2 +00
3
z'(t) + g 7 0 - - 0 +
Y (t) + 0 - | — -3 - 0 +
0 400 400
s \ \ /
(t) -
/ 3
—0 —00 4
—4 —i—oo\ +00
y() / \ ’ ~_ /
—00 —0 4

o 1/(2) = ( ) =0, donc My = M(z(2),y(2)) est un point stationnaire.

1 1
M;M; = )+ (=2 (=1, =) + (o((t = 2)*), o(t = 2)*))
= 1
Un vecteur directeur de la tangente a I' au point M (2(2),y(2)) est donc T = (1, 5) : p = 2. Le vecteur

. 1 .
Q(—1, —1) n’est pas colinéaire au vecteur T : ¢ = 3.
M est un point de rebroussement de premiere espece.

e r = 0 est une asymptote.
e y = 5 est une asymptote.

y(t)

tilgcnoo o) =1 ; tllrin y(t) — z(t) = —1. Donc la droite d’équation y = = — 1 est une asymp-
3t—4 1 3 1 3
tote. y(t) — [z(t) — 1] = 471~ % + ( ). Quand t — —oo le terme n est négatif, dans un

voisinage de —oo la courbe est donc en desbous de cette asymptote.

3
Quand ¢t — 400 le terme n est positif, dans un voisinage de +o0o la courbe est donc au dessus de

cette asymptote.

Coutbe au voisinage de =2
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3.3 Exercices

Le plan vectoriel R? est muni de la base canonique (i,7).
5 . 3 . . — =
L’espace vectoriel R” est muni de la base canonique ( @ k

Dans R? on considere les vecteurs @ = (1,2) , 7 = (2,3).

1. Montrer que (@, %) est une base de R2.

2. Dessiner un exemple de point M tel que, dans le repere (O, i, U), son abscisse soit positive, et
son ordonnée négative.

3. On note A le point de coordonnées (3,—1) dans le repere (O,f, j) Dessiner un exemple de
point M tel que, dans le repére (A, w, ¥), son abscisse et son ordonnée soient positives.

Soient F' et G deux fonctions vectorielles de R dans R® définies par
- — - = - — — —
F(t) =costi +sintj +tk, G(t) =costi —sintj —2tk.
Déterminer F'+ G, 3F, F.G, |F+G|, FAnAG.
- int
Soit F': t — (cost, %,te%).
1. Montrer que F admet une limite en 0.

2. Montrer que F est dérivable sur R* et calculer F'.

3. Exprimer les coordonnées de F' dans la base (7 = (1,1,0),7 = (0,1,1),@ = (1,0,1)) de R,

Déterminer la limite de la fonction vectorielle

- cost sint cht
F(t) = (sht7 sht’sht)

lorsque t tend vers +oc.

Soient to un réel et F une fonction vectorielle de R dans R? définie par
= — .
F(t) =costi +sintj

1. Démontrer que F’(to) est un vecteur de norme 1, orthogonal a ﬁ(to).

2. Déterminer les dérivées successives de F'.

Soient

Fiy=t7 — 127, G = %7 + %27
Déterminer sur R* les dérivées des fonctions F + G, F.G, | F].
Soient
Ft) = %27 - %7, k() = £

Déterminer sur R* les dérivées des fonctions kF et F o k.
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Ecrire le développement limité a 'ordre 3 au voisinage de ¢ = 0 de la fonction vectorielle

—

F(t) = (sint,tsint,t2 sint) .

Déterminer F(0), F'(0), " (0), F®)(0).

Soient I C R un intervalle et F : [ —» R2 une fonction vectorielle dérivable sur I.
t — (f1(1), f2(1))

—

Pour t € I on note g(t) = ||[F(t)|*.
1. Montrer que ¢'(t) = 2F'(t).EF(t).

2. Sile module du vecteur F (t) est constant, que peut-on dire du vecteur F (t)?

1. Soient a, b, c,d des réels. Quelle est la nature des courbes définies paramétriquement par :

{x(t):t ‘ {:L‘(t):at—l—b ' {m(t):at+b ‘ {:L‘(t):sint

y(t) =at+b y(t) =t y(t) =ct+b y(t) =sint + 1

)

2. Donner une représentation paramétrique du segment d’extrémités les points A(1,2) et B(—2, 3).

3. Donner une représentation paramétrique du cercle de centre (xg,yo) et de rayon R.

Montrer que la courbe définie paramétriquement par
z(t) = 3t3+22 —t+1
y(t) =  3t2+2+1
posséde un point double. Déterminer les deux tangentes correspondantes.

Donner l’allure de la courbe au voisinage du point de parameétre t = 0 de la courbe définie

paramétriquement par :

et

)= ——
z(t) cost
y(t) = e'sint

Indication : on peut utiliser les développements limités pour déterminer les dérivées successives.

Construire les courbes des arcs suivants au voisinage de t =0 :

{x(t) =34t ' { z(t) =13 . { x(t) =8 ‘ { z(t) = t?

y(t) = 1° y(t) =t> +¢° y(t) =t* +1° y(t) =2+t +1°

Déterminer les points singuliers et l'allure de la courbe au voisinage de ces points des arcs

paramétrés suivants :
z(t)=t"+1 z(t)=e"t —t
y(t) = t* — 212 ’ y(t) = > — 3t

Soit I' I'arc paramétré d’équation

1
m(t):5t5—|—4t2—9t
13
t) = t3—t
y(t) = 3



1. Déterminer les points singuliers de I'.
2. Déterminer un vecteur directeur et I’équation de la tangente au point de I' de parametre ¢ = 1.
3. Déterminer la nature du point de I' de parametre t = 1. Faire un schéma.

- o . x(t) = (¢ +2)et
On considére la courbe définie paramétriquement par L
y(t) = (t = 2)et
1. Donner le tableau de variation.
2. Etudier les branches infinies.
3. Montrer qu’au point O(0,0) on a une demi tangente.
4. Tracer la courbe.
L s o x(t) =t —sint
On considere la courbe définie paramétriquement par
y(t) =1 — cost

1. Que peut-on dire des points M (t) et M (—t)? M(t) et M(t + 2m)?
2. Construire la courbe lorsque t € [0, 7] puis pour t € R

On consideére la courbe définie paramétriquement par {

t)
t) =
1. Que peut-on dire des points M (t +2m), M (—t), M (m—1t), M(

sin
g ) par rapport au point M (t).
2. Construire la courbe lorsque ¢ € [0, Z] puis pour t € R.
1
On considére la courbe C' définie paramétriquement par t 9
y(t) = 1% — n

1 1
1. Calculer x(;) et y(;) En déduire que C' admet un axe de symétrie.
2. Construire C.

Soit I" la courbe paramétrée par t € R* d’équation :

1. Etudier les variations de z(t) et y(t). En déduire les points singuliers de T.

2. Déterminer un vecteur directeur et I’équation de la tangente au point de I' de parametre ¢ = 2.
Quelle est la nature de ce point ?

3. Etudier les branches infinies de T.

4. Tracer soigneusement la courbe T'.

30



Chapitre 4

Intégration, calcul de primitives

4.1 Rappels

4.1.1 Formule d’intégration par parties.

Théoréme 4.1 (Intégration par parties). Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle
[a,b], a dérivées continues sur [a,b] ; on a alors

b b
/a w(t)' (t) dt = [uv]” — / L (Do(t) dt

avec [uv]z = u(b)v(b) — u(a)v(a).
Exemple. On veut calculer

/ xsin(z) dz.
0

On pose u(z) = x, donc u/(z) = 1, et v'(z) = sin(x), donc v(x) = — cos(z). La formule d’intégration
par parties donne alors

/0 wsin(z) de = [ — zcos(z)]; — /0 — cos(z) dz
= —mcos(m) — (—0cos(0)) — [ — sin(z)];
= 7 + (sin(7) — sin(0))

=T

4.1.2 Changement de variables.

Théoréme 4.2 (Changement de variables). Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R.
Soit u une fonction dérivable et de dérivée continue sur [a,b] d valeurs dans I. On a alors
b u(b)
| s @da= [ g ar
a u(a)

Exemple. On veut calculer

1
/ V1 —t2dt.
—1

t
On pose ¢t = sin(x), donc e cos(z), ce qui 8’écrit formellement dt = cos(x) dx. De plus, pour x = g,
T
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v s
onat= sin(g) = 1. De méme, pour x = —5yona t = —1. On en déduit que

\/1—t2dt / \/1 — sin(z)? cos(x

t=—1 _z
/ - \/cos(x)2 cos(x) dr  (car cos?(z) + sin®(x) = 1)
3
:/ - cos(x)®dx (car cos(z) > 0 sur [—2 2] et donc y/cos(z)? = cos(z))
r==3
=3 1 2 1 2
_ / 2 14 00822) 1 car cos?(n) = 1FC05(22))
r=—7 2 2
o sin(2x) 2=1
=Gkt
_ 5, sin(23)  —§  sin(25F)
BER 2 T4
_T
=3

Exemple. On veut calculer

LS|
/ dx.
0o 1+e*

d 1 dt
On pose t = €%, donc x = In(t). On en déduit d—f =5 ce qui s’écrit formellement dx = 5 De plus,

1

siz=0t=e"=e’=1et,siz=1,t=e'=e. On en déduit que

=1 t=c 1 dt
/ o= [ — %
=0 1 + et t=1 1 +1 t

t=e 1 11 1
:/ G- +)dt (Car2_1+t:(1+t)t)
:/Ht / v
= [In(8)],=5 = [In(1+)],75

= (In(e) — ()

1
) — (In(1 +e) —In(1+1))
=1—-In(1+4+e)+In(2

)-

Remarque. Dans le premier exemple, on exprime l'ancienne variable, ¢, en fonction de la nouvelle,
x, alors que dans le second, on exprime la nouvelle variable, ¢, en fonction de 'ancienne, xz. Dans le
premier cas, il faut, en principe, exprimer x en fonction de t pour trouver les nouvelles bornes de
Iintégrale alors que dans le second cas, on doit exprimer x en fonction de t pour calculer dz.

4.2 Fractions rationnelles

On admet que tout polynéme a coefficients réels peut se factoriser sous la forme d’un produit de
polynomes de degré 1 et de polynomes de degré 2 a discriminant strictement négatif. Plus précisément
il existe des entiers et des réels uniques tels que

1

Ve eR, D(z)= Mz —a)™ - (x —ap)™ (z* + bz + cl)”1 (2% F by + )™

ot (a;)1<i<p sont les racines réelles de D, et (2% +bjx-+c;)1<j<q4 des polynomes de degré 2 & discriminant
strictement négatif.
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Théoréme 4.3 (Décomposition en éléments simples). On se restreint a des fractions rationnelles

N(z)
D(x)

avec degN < degD, et, dans les cas les plus complexes :

D(z) = (z — ay)(z — a2)*(x — a3)3(2® + bz + ¢),

ce dernier ayant un discriminant < 0. Il existe alors des constantes, uniques, telles que

N o 0
vz € R, (z)  « n b n Bo S e - S 1240
Dz) z—a1 x—ay (r—a2)? xz—a3 (r—a3)® (r—a3)® x22+br+c
. , , , , . N(z) :
On dit que l’on a décomposé la fraction rationnelle D(z) en éléments simples.
x

33 — 222 + 22— 1
z2(2? + 1)

Exemple. On veut décomposer en éléments simples la fraction rationnelle . D’apres

le théoreme 4.3, il existe (51, B2, 01, 02 tels que

33:3—21:2—1—21:—1_@ @+51x+5g
x2(22 +1) Sz oz 2241

On réduit au méme dénominateur :

323 — 222 + 2z — 1 (B + 61)a® + (B2 + d2)2* + Bz + o
x2(22 + 1) B z2(2? + 1) '

On identifie et on obtient le systeme linéaire suivant :

3=p1+01
—2 = (2 + 2
2=5
—1=7

On en déduit immédiatement que
1 =2,82=-1,61=1,00 = —1.

Cela donne
30 =222 422-1 1 2  wx-—1

z2(2? + 1) _5_x2+$2+1'

L’intérét de cette formule est, autre autres, de pouvoir calculer une primitive de la fration rationnelle :

323 — 222 + 2z — 1 1 2 x 1
de= [ ~de— [ 24 de— [ ———d
/ x?(x? 4+ 1) . /1: v /:132 x+/a:2+1 . /IL‘2—|—1 .

2 1
=In(|z|) + — + 5 In(1 + 2?) — arctan(z).
x

Afin de pouvoir intégrer les fractions rationnelles en toute généralité, on rappelle les primitives

usuelles suivantes :
dx 1
p— 1 1
/(x—a,)" A=) a1 57 L

/(xdlenﬂx—cd) sin=1.

a)™

de -1
(r—a)? x—a
01z + b
22 +br+c

Par exemple, /

Le cas le plus délicat est / dx. Il se traite comme sur ’exemple suivant.
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r+1
22 +4x+5
de carré en utilisant (z 4 2)? = 2% + 4z + 4

Exemple. On veut calculer / dz. On commence par écrire 22 4+ 4z + 5 comme un début

P ddr+5=(x+2%—4+5=(r+2%*+1.

On effectue alors le changement de variables t =z + 2, donc x =t — 2 et dax = dt, d’ou

/ r+1 / a:+1
dz
:c2+4:c+5 a:+2
:/ t2+1

1
t2+1dt /t2+1dt

In(t? + 1) — arctan(t)

w\'—lw\'—lw\H\

In((x +2)? + 1) — arctan(z + 2)

In(z? 4 4x + 5) — arctan(z + 2).
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4.3 Exercices

4.3.1 Intégration par parties

Calculer, en intégrant par parties,
1 ™
/ 2% dz, / t cos(3t) dt,

0

0
1 T
Arctan(z) dz, / ———dx
0 0o cos?z

4.3.2 Intégration par changement de variables

Calculer les intégrales suivantes en utilisant le changement de variables indiqué.

1. x =cosu L
/2 V1 —2x2dex.
0

sinh(1

(1)
V14 22dz.

2. z =sinhu

0

4.3.3 Intégration des fractions rationnelles

Calculer directement les primitives suivantes :

1 2z 2¢ + 2
—dxr ; dr /761
/(x—l)Zx /x2+4$ 2 +20+5

Décomposer en éléments simples et calculer les primitives suivantes :

[ : /"’Wd S ere®

Calculer les intégrales et primitives suivantes :

/+1 x p / 1 /x—i—ld
g . T
1 22422 +5 ’ x2+4 7 x2 +4

Déterminer sur 'intervalle |1, +oo[ les primitives de la fonction
1
(x —1)%(x+1)

T —

Déterminer dans quels intervalles ouverts on peut calculer les primitives suivantes et les calculer :

/de ; /1dx ; /#dx
24 —2 2 4+ 4+ 3 242z +1
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4.3.4 Expressions rationnelles en sin et cos

f(x)dz invariant lors du changement x en —z : on peut poser u = cosx

™

/5 Lo 7 I sin(2z) "
3

sin x 0o 3+4coszx

f(z)dz invariant lors du changement z en m — x : on peut poser u = sinz

™

2 COS T

de

o 6—D5sinx +sin“x

f(z)dz invariant lors du changement = en m + x : on peut poser u = tanz

I 1
/ SN R
o 1+sinxcosx

4.3.5 Expressions rationnelles en exp, sinh, cosh

48] On peut poser : t = €” ou t = e~ * pour calculer les primitives suivantes :
p p p 1%

/ex—ld /coshx—l dzx
T — - ax 5 .
et +1 ’ coshz +1 2sinhx + coshx + 1

4.3.6 Fractions rationnelles obtenues aprés un changement de variable quelconque

Calculer les primitives suivantes en utilisant le changement de variables indiqué :

1,7
/de’ posert:$4
Inb e®
dx , poser u = v/e¥ — 1
In2 (3+€x) e’ —1
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Chapitre 5

Equations différentielles

5.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1 (rappel)

Ce chapitre a déja été traité au premier semestre. Vous ne trouverez ici qu’un rappel succint des
principaux résultats.

Théoréme 5.1. L’ensemble des solutions de [’équation homogéne

Y () + alt)y(t) = 0

est I’ensemble des fonctions y de la forme

ou A est une primitive de a et C' une constante.

Une solution de I'équation y'(t) + a(t)y(t) = f(t) est alors la somme d’une solution de I’équation
homogene et d’une solution particuliere de cette équation.

Une solution particuliere est soit évidente, soit obtenue par la méthode dite de la variation de la
constante comme sur ’exemple qui suit.

Exemple. On veut résoudre 3/ (t) — 2ty(t) = 2"
On commence par résoudre 1’équation homogene y/(t)—2ty(t) = 0. Par le théoréme 5.1, les solutions

sont de la forme ,
yn(t) = Ce'.

On cherche alors une solution Earticuliére de la forme y,(t) = C(t)etQ. Donc y,(t) = C"(t)et2 +C(t)2tet2.
Comme () — 2ty,(t) = t%e!”, on en déduit que

C'(t)e” + C(t)2te!” — 2tCe” = 2"

t3
Apres simplifications, on obtient C’(t) = t2, d’ott C(t) = 3 + ¢. Une solution particuliere est donc
t3 2
Yp = ge
On conclut que la solution générale de ’équation est
t3
y=yn+yp=Ce + getQ.

5.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 2 i coefficients constants

5.2.1 Généralités

Définitions : Soit I un intervalle ouvert de R, ¢ty € I, a, b, ¢ trois nombres réels (a # 0), f une fonction
continue de I dans R.
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1. Chercher une fonction y définie et deux fois dérivable dans I telle que
vtel, ay'(t)+by(t) +ey(t) = f(t)  (E)

s’appelle résoudre ’équation différentielle linéaire du second ordre d coefficients constants (E)
sur I
2. Soient ty un point de I, yy et vg deux réels. Chercher les solutions y de (E) obéissant aux deux
conditions
y(to) = yo, ¥'(to) = vo

s’appelle résoudre le probléme de Cauchy linéaire du second ordre

ay’(t) +by'(t) + cy(t) = f(t) Vtel
y(to) = vo
y'(to) = vo

Les conditions y(ty) = yo, ¥ (to) = vo étant appelées conditions initiales.

Théoréme 5.2 (Théoréme de Cauchy pour les équations linéaires du second ordre & coefficients
constants). Le probléme de Cauchy précédent admet une et une seule solution y : I — R définie sur
1 tout entier et deux fois dérivable sur I.

5.2.2 Résolution de ay” + by +cy =0

On définit d’abord I’équation caractéristique associée a I’équation différentielle. C’est I’équation

du second degré :
ad? +bA+c=0.

Théoréme 5.3. Les solutions de l’équation différentielle ay” + by’ + cy = 0 se calculent a partir des
racines de l’équation caractéristique :

1. Si elle a deux racines réelles distinctes A1 et Ao, les solutions sont de la forme :

At Aot

y(t) = are™’ + age™.

2. Si elle a une racine double A\, les solutions sont de la forme :
y(t) = (o1 + ast)e.
3. Si elle a deux racines complexes conjuguées A + iy et X — iy, les solutions sont de la forme :
y(t) = (aq cos(ut) + ag sin(ut)e™,

ot o et ag sont deux constantes réelles.

5.2.3 Résolution de ay” + by +cy = f

On montre facilement que toute solution de I’équation ay”(t) + by'(t) + cy(t) = f(t) est la somme
d’une solution de I’équation homogene (ay” + by’ + cy = 0) et d’une solution particuliere de cette
équation, dite équation avec second membre. Il faut donc résoudre d’abord 1’équation homogene, puis
trouver une solution particuliére et, enfin, additionner les deux comme dans ’exemple qui suit.

Exemple. On veut résoudre 3y’ —y' — 6y = —6t + 11.
On commence par résoudre I’équation homogene 3" — ¢/ — 6y = 0 en calculant les racines de
I’équation caractéristique
M- A-6=0.

1+5 1-5
Ona A = (—1)> —4 x 1 x (—6) = 25. Les racines sont donc \; = % =3et Ay = —5 = —2. Par

2t

le théoréme 5.3, les solutions de I’équation homogene sont de la forme yj, = aqe® + ase ™ avec a; et

a9 des constantes réelles.
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On recherche ensuite une solution particuliere de 1’équation avec second membre. On admet que
cette solution est un polynéme du premier degré y, = at + b. L’équation y" —y' — 6y = —6¢ + 11
devient 0 —a —6(at+b) = —6t+ 11, ou encore —6at —a — 6b = —6t¢ + 11. Par identification, on obtient
—6a = —6 et —a—6b=11,doua=1et b=—2. On en déduit que y, =t — 2.

On conclut que la solution générale de ’équation y” — 3 — 6y = —6t + 11 est

Y=Y+ Yp :a1€3t+042€_2t+t—2
avec o et ag des constantes réelles.

Remarque. Dans les exercices, la forme de la solution particuliére sera indiquée.

5.3 Equations aux dérivées partielles

Soit u(z,t) une fonction de deux variables, dérivable suffisamment de fois. On appelle équations

ou Oou 0*u 0*u
aux dérivées partielles toute formule reliant les différentes dérivées partielles —, —, —, ——, etc.
, e , | a7 0t 9a?’ 0wl
Les méthodes de résolutions sont basées sur les changements de variables et, si cela se révele insuffisant,
sur une hypotése supplémentaire comme la séparation des variables. Ces méthodes sont illustrées dans

les exemples suivants.
Exemple (Equation de transport). On s’intéresse a I’équation aux dérivées partielles

0 0
5‘71; + 08;; =0 avec ¢ une constante non nulle. (5.1)

On effectue le changement de variables suivants
y=x—ct
z=x+ct,

ce qui donne facilement

2c

Pour simplifier les notations, on écrira encore u pour la fonction de y et z obtenue en replagant x et ¢

. N +z z—
par leur expression en y et z, c’est-a-dire u(y , y)

Les formules de changement de variables pour les dérivées partielles donnent

8u_8u@ ﬁu% ou Ou

9z Oyow  9z0¢ Oy ' oz
8u_8u@ 6u%__c% ou

o " ogot Tozor - oy Con

L’équation 5.1 devient alors

—c@ ou ou Ou

ce qui donne apres simplification
ou

5=
Cela signifie que u ne dépend pas de z mais uniquement de y. Autrement dit, il existe une fonction f
telle que u = f(y). On en déduit immédiatement que

0.

u(z,t) = f(x — ct).

Réciproquement, on vérifie sans peine que toutes les fonctions w de la forme précédente sont bien
des solutions de 1’équation 5.1.

39



Exemple (Equation des ondes). On s’intéresse a équation aux dérivées partielles

O a0t

o2~ 02

On effectue le méme changement de variables que précédemment
y=x —ct
z=x+ct.

On a alors

Pu 0L 8(% +94) B 8(% + %)@ n 8(‘3—; +99 02 0% 5 0*u  0*u

=0 avec ¢ > 0 une constante. (5.2)

022~ Oz Ox oy Ox 0z or oy + Oy0z + 922
De méme, on a

oPu 9% A(—cGE+cGY)

a2 ot ot
B 8(—0% + g dy 8(—0% +c24) 9z
oy ot 0z ot
G R E ) . Ca(—c% +c24)
oy 0z
_ 20 0u | 50%

=c c +c .
oy? OyOz 022
L’équation 5.2 devient alors

5 0%u 5 0%u ,0%u 5 0%u Pu  *u
"~ —2c ¢ — (55 +2 + =
Oy? Oyoz 022 Oy? Oydz 022

) =0

ce qui donne apres simplification
0%u
=0
0y0z

ou
Cela signifie que 90 ne dépend pas de z mais uniquement de y. Autrement dit, il existe une fonction f

0
telle que a—u = f(y). On notant F' une primitive de f, on obtient u = F'(y) + C avec C' une constante
Y

qui dépend de z mais pas de y, c’est-a-dire, il existe une fonction G telle que ¢ = G(z). On en déduit
immédiatement que
u(z,t) = F(x — ct) + G(x + ct).

Réciproquement, on vérifie sans peine que toutes les fonctions u de la forme précédente sont bien
des solutions de I’équation 5.2.

Exemple (Equation de la chaleur). On s’intéresse a 1’équation aux dérivées partielles

ou 0%u

e

ot Ox?
Pour simplifier la recherche des solutions, on va supposer que 'on peut séparer les variables. Cela
signifie, pour cet exemple, qu’il existe deux fonction f et g telles que pour tout x,t, on a

u(z,t) = f(t)g(x).

Le calcul des dérivées partielles donne facilement

=0 avec ¢ > 0 une constante. (5.3)

ou ,

En =f (t)g(ﬂf)
9%u "
922 = f(t)g"(v)



L’équation 5.3 devient alors
f't)g(z) —cf(t)g"(z) =0

ce qui donne apres transformation (on suppose f(t) et g(x) non nuls)

17®) _ g"(=)

cft) glx)

Or si une fonction de z est égale a une fonction de ¢, elles sont toutes les deux constantes. En effet, la
valeur de la fonction en z ne change pas quand z change car elle est égale a la valeur d’une fonction
de t, qui n’a pas changé. On note A la constante telle que pour tout x et tout ¢, on a

10
CF0 N e

Cela donne deux équations différentielles

{ﬁuwwAﬂw:o
g () — Ag() = 0.

Par le théoréme 5.1, la premiére équation donne f(t) = creM.

Si A > 0, on pose w = V\. Par le théoréme 5.3, la seconde équation donne g(z) = a1e®" + age”
On en déduit

wx

u(x,t) — ec/\t(ﬁleww + 62670.&)

avec 1 et [y des constantes (81 = cr1aq).
Si A < 0, on pose w = v/—\. Par le théoréme 5.3, la seconde équation donne g(x) = ay cos(wz) +
ag sin(wzx). On en déduit
u(z,t) = eM(By cos(wz) + P sin(w))

avec (1 et B9 des constantes.
Réciproquement, on vérifie sans peine que toutes les fonctions u de la forme précédente sont bien
des solutions de 1’équation 5.3.

Remarque. Il existe d’autres solutions ou les variables ne sont pas séparables.
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5.4 Exercices

5.4.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Résoudre I’équation différentielle suivante :

()~ Tyl =

Résoudre I’équation différentielle suivante :

Y (t) + tan(t)y(t) = cos(t).

5.4.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Trouver la solution des probléemes de Cauchy suivants :
Loy +y +y=0ety(0) =2 4(0)=1

2. ¢ —4y +3y=0et y(0) =y'(0)=1
3. "+90=0cet0(n/2) =1, 0 (n/2) =2.

Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :
1. y"” + 2y + 3y = cos(t), en cherchant une solution particuliere de la forme a cos(t) + Bsin(t).

3t

¢3! en cherchant une solution particuliere de la forme ae®.

2. y//_y/_y:_

3. 3" —y'—y = e’'sin(2t), en cherchant une solution particuliere de la forme ae’ sin(2t) 4 Be’ cos(2t).

1. On considere la fonction f définie par f(t) = e’ Calculer f”(t) — 2f(t).
2. Déterminer ’ensemble des solutions de I’équation différentielle :

(1) — 2y(t) = 42" + 1

1. Montrer que I’équation différentielle
y" 4+ y = cos(t) + sin(t)

ne peut avoir aucune solution du type acost + S sint.
2. La résoudre en cherchant une solution particuliere du type ot cost + Stsint.

Pour chacune des équations différentielles suivantes, déterminer I’ensemble des solutions, puis la
solution qui vérifie y(0) =0 et 3/(0) =1 :
1L y"+2y =3y=—t+1  (yp=at+b)

2. ¢ — 6y + 9y = > (yp = at?e>)
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3. yV +y=t (yp = at +b)
4. ' + 2y + 5y = et +sin(2t) (yp = ae™" + bsin(2t) + ccos(2t))

Un point se déplace sur une droite. On note x(t) sa distance a lorigine, mesurée en metres, en
fonction du temps, mesuré en secondes. Il part de l'origine avec une vitesse de 2 m/s. Son mouvement
obéit a la loi

2"(t) +2'(t) + =(t) =0

Déterminer x(t) et calculer sa vitesse quand le point repasse pour la premiere fois a l'origine.

5.4.3 Equations aux dérivées partielles

Soit u(x,y) une fonction de deux variables définie pour z > 0 et y > 0. On définit de nouvelles

variables en posant z = x et t = L
x

1. Exprimer x et y en fonction de z et t.

2. Calculer a—u et @ en fonction de a—u —u, z et t.

ox Oy 0z Ot

3. Résoudre I'équation

x@—i- %—0
Ox y(’?y_

en utilisant le changement de variables précédent.

Soit ¢ # 0 une constante. Résoudre 1’équation

d%u n d%u n 0
— 4+ —+cu=
ox2 0y

en supposant que ’on peut séparer les variables en posant u(z,y) = f(x)g(y).

Résoudre 1’équation des ondes

*u  ,0%u
— —c“—5 =0 avec ¢ > 0 une constante,

ot? 0z2

en supposant que ’on peut séparer les variables en posant u(x,t) = f(x)g(t).

On veut résoudre 1’équation
0?u  0%u
— + = =0.
ox2  Oy?
On fait 'hypothése supplémentaire que la fonction u ne dépend que de la distance a ’origine, c’est-a-
dire, il existe f telle que pour tout z,y,

u(z,y) = f(a® +y°).

1. Montrer que f’ est solution d'une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
2. En déduire f/, puis f et u.
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Formulaires

Fonctions Dérivées Intervalles
" nez* na" ! R sin > 0;R* sinon
¢ aeR” ot 10, +o0]

e” e’ R
1
In|z| — R*
x
CcosS T —sinz R
sin x CcoS T R
1
tan z 1+tan2_coszx R\{g—i-ﬂ'Z}
cosh x sinh x R
sinh z cosh x R
1
tanh z 1 — tanh?® = 5 R
1 cosh
Arcsin x —_— | —1,1]
V1— 22 ’
A ! - 11
I'CCOS T e — -
V1— 22 ’
1
Arctanz R
1+ 22
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Fonction Développement limité au voisinage de 0
2 n
e’ *1+£+x—+...+x—+x”£(x)
11 2! n!
) . x? 74 2n on
ch(x) = +§+I+'”+(2n)!+w e(x)
23 221 _—
R g o
cos(z) :1_§+ﬂ+"'+(_1) (2n)!+$ e(z)
‘ 3 gt omit
Sln(l‘) :I'—?‘F—F(—].) m‘i‘.@ S(LU)
-1 —-1...(a— 1
(1+x)* :1+aﬂc+a<aw)x2+.. +a(a ) ‘(a nt );U”+;U”5(x)
! n!
1
: =1+z+2%+... +2"+ 2 (x)
-
1
1 —l—z+a? -2+ ... +(=1)"2" + z"(z)
+x 2 o
In(1 —x) =—x———...— — +z"e(x)
2 n
In(1 + ) T ) ()
n x =r——+ —+...+ (- — +z"e(x
2 3 n
Fonctions Primitives Intervalles
fL’a+1
« -1 0
gi o # o 0, +o0]
- In |z| R*
m1 1
il 1 - _ 0
e’ e’ R
cos x sin x R
sinx —CcosT R
tan —In(] cos(x)|) R\{g—l—ﬂ‘Z}
cosh x sinh x R
sinh x cosh x R
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Chapitre 6

Annales

Le programme ayant changé a la rentrée 2017, certains exercices ont été enlevés.
Pour tous les sujets : Durée : 1h20 —Documents : Non autorisés.

6.1 Mars 2012 (sujet corrigé)

Exercice 1. )
e T

241

On considére la fonction f définie sur [0, 400) par f(z) =

1. Donnez le tableau de variation de f.

2. En déduire les extrema locaux et globaux de f sur [0, +00). (On précisera leur nature)
Exercice 3.

1. Donner le développement limité de exp(z) au point 0 & l'ordre n.

2. Donner le développement limité de la fonction
f(z) = exp(2 4 22 — 2?)

au point 0 a 'ordre 3.

3. Donner I’équation de la tangente et la position de la courbe représentative de f au voisinage du

point © = 0 et représenter sommairement la courbe de f au voisinage de 0.
Exercice 4.
1. Calculer la limite : )
sinz —xcosz
250 zln(l+a2)

2. Bonus : Calculer la limite :

. (1
lim z3sin ( — 22
r—r—+00 x

Fin
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6.2 Juin 2012

Exercice 1.

1. Donner le développement limité de In(1+ x) au point 0 & 'ordre n. En déduire le développement
limité de In(2 + x) au point 0 et a l'ordre n.

2. Donner le développement limité au point 0 a I'ordre 3 de la fonction
flz)=In(1+e").

3. Donner I’équation de la tangente et la position de la courbe représentative de f au voisinage du
point © = 0 et représenter sommairement la courbe de f au voisinage de 0.

Exercice 2.
On considére la courbe paramétrée f(t) = (x(t),y(t)) définie sur R* par

2
z(t)=t>+ =
t
1
y(t) =t+ -
t
1. Donner le tableau de variations de x(t) et y(t).
2. Déterminer les points stationnaires de la courbe.
3. Réaliser I’étude locale de la courbe en t = 1.
4. Déterminer les points de la courbe admettant une tangente horizontale.
5. Montrer que quand ¢ tend vers 0% et 07, la courbe admet une asymptote que 'on précisera.
Préciser aussi la position de la courbe par rapport a ’asymptote.
6. Etudier les branches infinies quand ¢t — +o00 et t — —00..

7. Tracer Dallure de la courbe.
Fin
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6.3 Juin 2013 (sujet corrigé)

Exercice 1.
1. Donner le développement limité de cos(x + 552) au point 0 a 'ordre 4.

2. Donner le développement limité de (x — 1)(2 + In(1 4 2z)) au point 0 & 'ordre 4.

On considére maintenant la courbe paramétrée f(t) = (z(t), y(¢)) définie par :

z(t) = cos(t + %)
y(t) =t —1)(2+In(l +2xt))
3. Montrer que 0 est un point stationnaire de la courbe paramétrée.

4. Utiliser ce qui précede pour effectuer le tracé de la courbe au voisinage du point ¢t = 0.

Exercice 2.
On considere la courbe paramétrée f(t) = (z(t), y(t)) définie sur R par

x(t) = cos(t) — cos(t)?
y(t) = sint)

Question préliminaire : Pour t € [0, 7|, résoudre I'inégalité 2 cos(t) — 1 > 0.

Montrer que 'on peut restreindre l'intervalle d’étude a I'intervalle [0, 7].

Donner le tableau de variations de z(t) et y(t) pour ¢ € [0, 7].

Ll

Déterminer les points de la courbe admettant une tangente horizontale et ceux admettant une
tangent verticale.

5. Tracer Dallure de la courbe.
Fin
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6.4 Juin 2014

Exercice 1.
(a) Déterminer les développements limités & I'ordre 3 en z = 0 de In(1 — 2z) et sin(z + )
(b) En déduire la limite suivante :

lim In(1 — 22) + 2sin(z + 22)
z—0 x3

Exercice 2. Soit I' la courbe paramétrée par t € R* d’équation :

t 1
t) = -+ -
x(t) 4—1-475

(a) Etudier les variations de z(t) et y(t). En déduire les points singuliers de T'.

(b) Déterminer un vecteur directeur et I’équation de la tangente au point de I'" de parametre ¢ = 2.
Quelle est la nature de ce point ?

(c) Déterminer la nature des branches infinies de I".

(d) Tracer la courbe T

Fin
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6.5 Juin 2015

Exercice 1 : folium de Descartes.
On souhaite étudier I'arc paramétré défini par

3t
t) =
z(t) t34+1
(t)_i
=

(a) Quel est le domaine de définition de l’arc 7 Justifier que la courbe est de classe C°° sur R privé de

—1.

(b) Calculer z(1/t) et y(1/t) en fonction de x(t) et y(t). En déduire un axe de symétrie pour la courbe.
On restreint l'intervalle d’étude a | — 1;1] dans les parties (c) et (d).

(c)
. Résoudre 2/(t) = 0, puis ¢/(t) = 0.
. Etudier le signe de z’(t).

1
2
3. Etudier le signe de (> — 2). En déduire le tableau de signe de ¢’ sur ] — 1;1].
4

. Construire le tableau de variation de x et y, en précisant les limites aux bornes et les valeurs de

xetypourt:Oett:2*1/3.

(d)

1. Donner les équations des tangentes en t =0 et t = 2~1/3,

2. Etudier la branche infinie lorsque t tend vers —1 par valeurs supérieures.

(e) Tracer l'allure de la courbe en faisant apparaitre les éléments précédents. On attachera de I'im-

portance a la propreté du graphique.
Fin
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6.6 Mai 2016

Exercice 1
(a) Déterminer les développements limités & 'ordre 3 en & = 0 de €” sin(x) et In(1 4 sin(x)).
(b) En déduire la limite suivante :

2

W

. In(1 +sin(z)) — e*sin(x) +
lim 3
z—0 X

Exercice 2 Soit I' la courbe paramétrée par ¢t € R* d’équation :

1

1

(a) Etudier les variations de z(t) et y(t). En déduire les points singuliers de T

(b) Déterminer un vecteur directeur et ’équation de la tangente au point de I' de parametre ¢ = 1.
Quelle est la nature de ce point ?

(c) Déterminer la nature des branches infinies de T'.

(d) Tracer soigneusement la courbe I'.

Fin
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6.7 Deuxiéme session 2016 (sujet corrigé)

Exercice 1
sin(x)

sin(x)

(a) Déterminer les développements limités & 'ordre 3 en x =0 de e , puis de

1+ sin(z)’
(b) En déduire la limite suivante :
e (14 1g2)
. 1+sin(z) 2
lim 3
z—0 x

Exercice 2 Soit I' la courbe paramétrée par t € R* d’équation :
1
x(t) = 46> + -
y(t) =t+ —.

(a) Etudier les variations de z(t) et y(t). En déduire les points singuliers de T
(b) Déterminer un vecteur directeur et I’équation de la tangente au point de I de parametre ¢t = 1/2.
Quelle est la nature de ce point ?
(c) Déterminer la nature des branches infinies de T'.
(d) Tracer soigneusement la courbe T'.
Fin
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6.8 Correction du DS de mars 2012

Solution de ’exercice 1
1. On calcule la dérivée de = x 2% x (2 + z)~! (dérivée d'un produit) :

fllz) = e x2+a) ' —2exe®x2+2) " —zxe®x(2+2)2
(-2)2+2) -~z s,
(24 2)?
1-2r—2%
BERCERE

Ainsi, f" est du signe de 1 — 2z — 22 dont les racines sont —1 + v2 > 0 et —1 — v/2 < 0 donc

1-22—22=—(z4+1+V2)(z+1—V2). Comme on n’étudie f que sur [0,+00), seul le deuxiéme

facteur change de signe, donc

z |0 \/5—1 +00
o+ 0 -
f(V2-1)
f s e
0 0

2. Ainsi f a un maximum global en v/2 — 1 et un minimum global en 0.

Solution de I’exercice 3

1. D’apres le cours
2 n

T T
ele—i-:c—i—g—i----%—ﬁ—i-x”a(x)

avec e(z) — 0 quand x — 0.
2. On a exp(2 + 2z — 2%) = e? exp(22 — 2°) = %e’ avec t = 22 — 2® — 0 quand = — 0. Ainsi
2 2 e 3
exp(2+2x—2z2°) = e 1+t+§+§ + o(t”)

2_22 2_23
= €2<1+2I—$2+(x =) +(x ) + o(z?)

2! 3!

42_43 233
= e2<1+2x—x2+ - 5 - +2Xa:3 + o(2?)

2
= & (1 + 22 + 2% — 3.7)3> + o(z3).

3. Ainsi, la tangeante a la courbe représentative de f au voisinage du point x = 0 est la droite
d’équation y = €?(1 + 2x) (termes d’ordre < 1 dans le DL) et la courbe est au-dessus de la tangeante
(terme suivant dans le DL : e?z? > 0).

Solution de ’exercice 4
1. On a une forme indéterminée 0/0, on fait donc des DL au premier ordre non nul :

sin z = x f% +o(z3)
) !
cos T = 1 —% +o(2?)
! .3 .
x COoS T = x -5 to(z?)
o
sinz —xcosx = 3 +o(z?)
2 3
In(1+ x) = xr —— +§ +o(z%)
In(1 + z2) = :n; +o(x%)
rln(l+2%) = 2 4o(x?)
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Ainsi s
sinz —xcosz & +adei(z)  1/3+ei(x)

1
= = 4) p—
xIn(1 4 22?) 23 + 2369 (2) 1+ ea(x) 3

puisque €1(x),e2(x) — 0 quand z — 0.
2. En posant ¢ = 1/z, on voit qu’on veut la limite quand ¢ — 0" de

1.1 sint—t
t73 sint — ‘[/‘72 = T
t3 t3
Mais, le développement limité & 1'ordre 3 de sint —t = ¢ — 3 t+t3e(t) = ~3 + t3¢(t) donc
sint —t 1, 1
=g el = g
Ainsi ) )
lim 23sin— —a2%=——.
z—+400 T 3!
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6.9 Correction du DS de juin 2013

Solution de 1’exercice 1
1. D’apres le théoreme de composition des développements limités

1 1
cos(z +2%) =1— E(x +22)2 +o(z®) =1— §x2 — 23 + o(xd).
2. D’apres le théoreme de produit des développements limités
1 1
(z—1)2+In(1+22) = (z—1)(2+42z— 5(2x)2 + §(2x)3) + o(2?)

8
= 20 +22% 22 —2 - 20 + 227 — ga:?’—l—o(x?’)
14
= —2442” - Eaz?’ + o(z?).

3. D’apres les calculs précédents
(2(t),y(t)) = (1, =2) + (=1/2,4)t* + (=1, —14/3)t> + o(t?). (6.1)

En particulier, 2'(0) = 4'(0) = 0 donc 0 est bien un point stationnaire.
4. D’apres la question 3, on a un point de rebroussement de premiére espece (p = 2, ¢ = 3 dans les
notations du poly).

t>0 (_1/274)

Solution de I’exercice 2. On a 2cos(t) > 1 si et seulement si cos(t) > 1/2 = cos(7/3). Comme cos
est décroissante sur [0, 7] ceci équivaut 4 0 < t < 7/3.2. Comme z(t+27) = cos(t+2m) —cos(t427)? =
cos(t) — cos(t)? = x(t) et y(t + 2m) = sin(t + 27) = sin(t) = y(t), = et y sont 27w-périodiques . On peut
donc restreindre 1’étude a n’importe quel intervale de longueur 27, disons | — m, 7).

Comme z(—t) = cos(—t) —cos(—t)? = cos(t) —cos(t)? = x(t) et y(—t) = sin(—t) = —sin(t) = —y(t)
on peut restreindre 1’étude a [0, 7], le restant de la courbe s’en déduit par une symétrie d’axe Ozx.
3. 2'(t) = —sin(t) + 2 cos(t) sin(t) = sin(t) (2 cos(t) — 1) et sur |0, 7|, sin(t) > 0, on déduit le signe de
2’ de la question 1. Par ailleurs, y/(t) = cos(t). Le tableau de variation est donc donné par

t |0 /3 /2 v
)]0 + 0 - -1 -0
1
4
x(t) a N0
0 -2
yt) |1 + % + 0 - -1
1
| 2L A
0 0

4. La courbe admet une tangente horizontale si 3/ (t) = 0 et 2/(t) # 0 donc pour t = 7/2 i.e. au point
(0,1). La courbe admet une tangente verticale si 2’(t) = 0 et y'(t) # 0 donc pour t = 0, t = m/3 et
t = 7 soit aux points (0,0), (1/4,v/3/2) et (=2,0).
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5. On en déduit la courbe
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6.10 Correction deuxiéme session 2016

Exercice 1 in(a)
sin(x
(a) Déterminer les développements limités a l'ordre 3 en x = 0 de e2(®) | puis de 67,.
1 + sin(x)
Les développements limités a l'ordre 3 de €“ et sin(z) sont
2 3
e = 1+u—|—uf+uf+u35(u)
2 6
23
sin(z) =z — 5 + 2% ()
En prenant u = sin(z), on obtient
. 3 (p_2%? _ a3y?
esm(:v)zl_i_(x_%)_i_( 26) +( 66) —|—$3€(CC)
3 2 3
=1+m—%+%+%+x36($)

2

:1+x+%+af3€(m).

2

sin(x)
Pour obtenir ——————, on peut faire la division suivant les puissances croissantes de 1 4+ x + — par
1 + sin(x) 2
3
T
14+2——
T 2 3
142+ % l4a— 2
6
S
2,6 2 3
T
3
sin(x) 2 3
On en déduit que m =1+ % - % + 23 (x)
(b) En déduire la limite suivante :
esin(z) . (1 + 1:1:2)
lim 1-+sin(z) 2
x—0 x3
sin(z) 1 3
Par (a), . j (@) (1+ ixz) = —% + 2%¢(x). Donc
esin(z) . (1 + lxz)
T+sin(z) 2 _ 1 o)
a3 3 '

On en déduit que
sin(z) 1.9
. l—el—sin(:v) - (1 + T ) 1
lim 3 = ——.
x—0 T 3

Exercice 2 Soit I' la courbe paramétrée par ¢t € R* d’équation :
x(t) = 4t + %
y(t) =t+ —.
(a) Etudier les variations de z(t) et y(t). En déduire les points singuliers de T'.
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Le domaine de définition de = et y est clairement R*. En dérivant, on obtient '(t) = 8t —

DO | »—Fltv‘ =

1
L’équation /() = 0 équivaut donc & 8t = soit ¢3 = 3 En prenant la racine cubique, on a ¢t =

2’ ’
Le tableau de variation de x est alors
1
t —
2
2 (t) — - 0 +
z(t) | +o0 Ny —oo || 00 (3 N +0oo

1 1 1
De méme, y'(t) = 1 — e L’équation y'(t) = 0 équivaut donc & 1 = yrel soit t? = T On a deux
1 1
solutions t = 3 et t = —5 Le tableau de variation de z est alors
] 1 1
. 2 2
Y (t) + 0 — — 0 +
y(t) | —oo /=1 N\ —0o0 || 00 \(1 M +0o0

1
La seule valeur de t telle que 2'(t) = 0 et 3/(t) = 0 est donc t = 3 C’est le seul point singulier de la
courbe.
(b) Déterminer un vecteur directeur et 1’équation de la tangente au point de I' de parametre ¢t = 1/2.
Quelle est la nature de ce point ?
1 2 1

En écrivant que 2= t72, on a facilement que z”(t) = 8 + I et ' (t) = Y On en déduit que
2”(1/2) = 24 et 3 (1/2) = 4. Ce vecteur étant le premier vecteur dérivé non nul, c’est un vecteur
directeur de la tangente. Celle ci a pour équation z”(1/2)(y — y(1/2)) = v"(1/2)(z — x(1/2)), ’est-a-
dire, 24(y — 1) = 4(x — 3) ou encore

x = 6y — 3.
6
On sait déja que p = 2. 1l reste & déterminer g. Pour cela, dérivons encore : 2/ (t) = A et y"(t) =
3D’\"’12—96t”/12—240 24 _96—24 24 -4 96 = —480 # 0
~ o oua:(/)f—ey(/)f—.omme4_24f X —24 —4 x —96 = —480 # 0,

on déduit que g = 3. Le point de parametre ¢ = 1/2 est donc un point de rebroussement de premiére
espece.
(c) Déterminer la nature des branches infinies de T'. En ¢t = +o0,

La courbe admet donc une branche parabolique d’axe ’axe des abscisses.
En t =0,




1
On a déja une direction asymptotique a = 1 On calcule alors y — ax :

1 1

. 1 : 1 )
gyt = go(t) = fig i g~ 300+ )
= lim ¢ — ¢*
t—0
=0.

1
On conclut que la courbe admet la droite d’équation y = 7% pour asymptote.
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