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Distributions

Exercice 1 1. Pour ¢ € 7, on définit ||p||(n) = maxgy p>0, k+h<n} SUP ‘aquﬁ(l)(:p)‘. Montrer que
1
n>0

définit une distance sur .. Montrer que pour (¢r)x une suite de ./ et ¢ € .7, on a

d —
b k—)gf) & Vp =0,k — ¢l — 0.
—+00

2. Montrer que pour tout ¢g et ro > 0, il existe p > 0 et v’ > 0, telle que la boule B(¢g,r¢)
contienne l’ensemble

{p e ll¢o—dollp <7}

3. Soit T une forme linéaire sur ¥ muni de d. Montrer que T est continue si et seulement si il
existe p > 0 et C > 0 tel que pour tout ¢ € S

(T, )| < Cll9llp)-

Exercice 2 1. Montrer que si pour un entier k > 0, fR l‘f D dr < 400, alors f définit une

(
+lel®

distribution tempérée.

2. Montrer que e® cos(e®) définit une distribution tempérée ; puis montrer que la réciproque de (1)
est fausse.

Exercice 3 Soit f une fonction C*. Expliciter les distributions tempérées fo[ et (fdo)".

Exercice 4 1. Soit p € .. On pose ¢ = ffoo o(u)du. Montrer que ¢ € . si et seulement si
J ¢(x)dx = 0.
2. On fize 0 € 7 telle que fR O(x)dx = 1. Montrer que pour tout ¢ € .7, il existe une unique

fonction ¢ € .7 telle que
R

Montrer que Uapplication ¢ — 1 est continue sur ..

3. Soit maintenant T € .'. On suppose qu’il existe S distribution tempérée telle que S’ = T.
Montrer que nécessairement,

Justifier que la formule ci-dessus définit bien une distribution tempérée puis qu’on a bien S’ =T
dans #'. Conclure.

. 01 une arstrioution temperee telle que = U. onirer que est constante.
Soit T distribution tempérée telle que T' = 0. Montrer que T est constant

Exercice 5 1. Montrer que S = Ekzo k36), est une distribution tempérée.



2. Soit S =3 5 5,(€k). Soit 1 € C(] — 1,1[) égale a 1 prés de 0 et soit Oy, (x) = Zr9p(x). Pour
tout m € N, on définit om(z) = Op(Ax —m)). Montrer que imy_, 400 A™"(S, om) = 1. En
déduire que S n’est pas une distribution tempérée

Exercice 6 On note Y(z) = 1) oo[(7) la fonction de Heaviside. Calculer au sens des distributions

d D d? 9 sin(wz)
Tz(clx—i-)\)Y(x)e et Uz(cw—i—w)Y(x) ”
Exercice 7 1. Montrer que application
¢ €S — lim Md:v.

=0T Jig|>e T

définit une distribution tempérée (appelée valeur principale de % et notée vp(%))

2. On note T = vpt. Montrer que 2T = 1 . En déduire que D(F(T)) = —2indy ot D(F(T))
désigne la dérivée de la distribution F(T).

3. Montrer qu’avec Y = 1(g o[, 01 @ Y' = 69. En déduire que pour une certaine constante C' € R,
F(T)=C - 2inY.
4. On pose () = d(—z), justifier que $(€) = G(—€) puis que
(F(T),¢) = =(F(T), ¢)

En déduire que F (vp%) = —im sign avec sign la fonction : sign(x) =1 siz >0 et —1 siz < 0.

5. En déduire que dans .’, quand A\ — +o0, ei’\”vp% — i7dp.

Exercice 8 Soit § € .7 telle que 0(0) =1 fizée.
1. Soit S € .7, on suppose qu’il existe T € . telle que xT = S. Montrer que pour tout ¢ € .7,

(T, ¢) = (S, ¥(¢)) + C{do, $)

b(x) — H(0)0(x)
x) — x
U(gp)(x) = . €.
Justifier que ¢ — V() est continue de . dans .. En déduire les solutions de xT = S dans
.

2. Montrer que les solutions de xT =1 dans .’ sont les : vp% + Cép,C € R.

Exercice 9 1. Soit f(x) la fonction 1 périodique égale a = — % pour 0 <z <1 et f(0)=0. En
calculant sa série de Fourier, montrer que :

flz) = — Z sin(27mx)‘

™
n>1

2. En dériwant dans ' 1’égalité précédente, montrer que :
Z p— Z e2i7m:p.
neZ neL
3. On pose : Ay =3 0, (le peigne de Dirac), montrer que dans ' : F(A1) = Ay. En déduire
que pour tout ¢ € L :
Y o) =) o(n)

nez ne”L



