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Transformée de Fourier

Exercice 1 Soit f : R — R définie par f(z) = e=*1*| avec a > 0.

1. Calculer la transformée de Fourier de f.
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2. En déduire la tranformée de Fourier de x 5

3. Calculer fmdx

Exercice 2 Soit f : R — R définie par f(z) = e guec o > 0.
1. Montrer f € .#(R)
2. Montrer que f est C1 et vérifie f' = —%f

3. En déduire lexpression de f

Exercice 3 1. Soit o € C°(R4,R) et § € C°(RE,R?). Montrer qu’il existe des fonctions py g,
o, € N dépendant polyniomalement des 970, v < o — f3 telles que

03(po8) => pasd’pob
B<e
2. BEn déduire que si o € SR R) et € ORI, RY) est linéaire alors ¢ o0 € S (RY).
3. Soit A une matrice symétrique définie positive de taille d > 2. Soit f4(x) = e—(Ax)  Montrer
que fa € S (RY).
4. Calculer fA.

Exercice 4 1. Montrer que Uéquation fxf = f posséde une unique solution dans L' et donner
cette solution.

2. Montrer que léquation f x f = f posséde une infinité de solution dans L?.

Exercice 5 Soit f € .7(R?).
1. Exprimer ||0p, 8u, fl| 12 en fonction de ||€1&2f| 12
2. Montrer qu’il existe une constante C universelle telle que |0y, 0z, fll12 < C||Af||12.

Exercice 6 (Principe d’incertitude de Heisenberg) Soit f € ./ (R) a valeurs réelles et normalisée
dans L?, [ f? =1.

1. Montrer que [xf(z)f'(z)dx = —3.



2. En déduire que ||Ef|2]|zf|l2 > :

3. Dans quel cas a-t-on égalité ?
Exercice 7 (Espace de Wiener) Soit W = LY(R) N F(L'(R)) l’espace des fonctions f € L'(R)
telles qu’il existe g € L'(R) telle que f = §

1. Montrer que f € W ssi f € L'(R) et f € L'(R)
Montrer que pour tout p € [1,+o00], W C LP(R).
Montrer que f € W < f ew.
Montrer que N(f) = ||flli + | fll1 est une norme sur W et que W est complet pour N.
Montrer que W est dense dans LP pour tout 1 < p < +o0.
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Montrer que W est dense dans Co(R) (I’ensemble des fonctions continues qui tendent vers
0 a linfini).

Exercice 8 Le but de cet evercice est de démontrer que la transformée de Fourier F : L' — Cqy
n’est pas continue, ou Cy désigne ’espace des fonctions continues ayant O pour limite en linfini.
Dans toute la suite, on munit L' de la norme || ||1 et Co de ||.||o. On “rappelle” le théoréme de
Uapplication ouverte (qui sera vu au S2) : si T est un isomorphisme entre deuxr Banach et si T est
continu, alors T~ est aussi continue.

1. Soient gn = 1[_y ) €t h = g1. Calculer gy, * h.
2. Calculer f,, == F(gn * h).
3. Montrer que lim, 1 || fn]l1 = +00

4. Montrer que F n’est pas surjective.

Exercice 9 (Espaces de Sobolev). Dans cet exercice, on note (§) = (1+ ]5\2)% Pour tout s > 0 on
définit lespace H*(R) := {u € L*(R), (¢)*a € L*(R)}. On munit H® du produit scalaire

(1, 0}y = /R ()2 0(6)5E)de.

. Identifier lespace H°
. Montrer que (H®,(.,.)s) est un espace de Hilbert
. Montrer que #(R) C H*(R) pour tout s > 0.

. Montrer que pour s > %, H?® s’injecte continument dans L*°.
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. Montrer que u € H' si et seulement si il existe une fonction v € L? telle que pour tout
v € S (R), [up =— [vp. Que vaut v lorsque u € . (R) ? On notera par la suite v = du.
Que vaut du ?

. Soit f € L%. On cherche a résoudre I’équation

u— 02u = f. (1)
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(a) On pose u(z) = fei:”gl]:(_—%df. Montrer que u € H? et que u — déu = f.

(b) Montrer que si f € H' alors u € C? est solution de (1)



