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Introduction aux systemes de commande

1) Terminologie
1.1 Signaux et perturbations

Perturbation

U

Signal d'entrée = Signal de sortie
- Systéme o

On appelle signal d’entrée 1’excitation ou stimulus appliqué au systeme de commande a partir
d’une source d’énergie extérieure, afin de provoquer une réponse spécifique.

On appelle signal de sortie la réponse effective obtenue a partir d’un systeme de commande.

Une perturbation est une grandeur d’entrée autre que le signal d’entrée provoquant un effet
non desire sur le systeme. Elle peut étre mesurable ou non, stochastique (faisant intervenir les

lois du hasard) ou déterministe (parfaitement connue).

Un systéme de commande est un ensemble de constituants branches ou reliés les uns aux
autres de telle sorte qu’il puisse se commander ou commander un autre systeme.



Introduction aux systemes de commande

1.2 Classification des systémes de commande

Les systemes de commande sont divisés en deux catégories:
- En boucle ouverte

- En boucle fermee

Un systeme de commande en boucle ouverte est un systeme ou le signal de commande
est indépendant de la sortie.

Un systéme de commande en boucle fermée est un systeme ou le signal de commande
dépend directement ou indirectement du signal de sortie

Ex. de la douche a commande manuelle: la température de [’eau comme signal de sortie
et ['angle d’ouverture du mitigeur chaud/froid comme signal d’entrée

- Si le réglage de la température d’entrée est fixé a priori, alors la personne
prenant sa douche n’a pas d’information sur la température et ne peut pas
agir sur le mitigeur => commande en boucle ouverte

- Si le réglage de la température est réglable, alors la personne

prenant sa douche a une information directe sur la température et peut agir
sur le mitigeur en fonction de I’€cart entre la température attendue et

la température ressentic => commande en boucle fermée 6




Introduction aux systemes de commande

1.3 Notion d’asservissement

On definit la notion d’asservissement d’une grandeur physique y a une grandeur de
consigne u lorsqu’on force par un dispositif particulier la grandeur y a suivre au mieux
I’évolution de la grandeur physique u.

Lorsque la consigne est constante, on est dans le cas d’une régulation (ex: régulation
vitesse dans une voiture).

S1 la consigne est variable, on est dans le cas d’une poursuite (ex: missile sur une cible
en déplacement).

1.4 Autres définitions

Un systéme posséde un retard pur 7 si le signal de sortie y(t) est décalé de t par rapport
au signal d’entrée, soit y(t)= u(t- 1).

Ex. de la douche: ['eau des tuyauteries est froide et necessite un certain temps de parcours entre le
chauffe eau et la douche, ce temps est considére comme un retard pur.

Un signal de sortie admet un dépassement (en %) si la réponse du systeme y(t) sort de I’intervalle
[y(0) yf], ou y(0) correspond a la valeur initiale de la sortie et yfcorrespond a la valeur finale
attendue.



Introduction aux systemes de commande

Réponse de la température d’une douche suite a 1I’ouverture du mitigeur d’entrée:

L - AR
: /P \2¢me dépassement
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Fig 1: Evolution de la température de la douche en fonction du temps



Les modéles en vue de I’étude de systemes de commande

3) Les modeles des systemes dynamiques

Un modele permet d’avoir la connaissance du comportement d’un systéme
dynamique. Il integre la description de la structure d’un systeme et de ses constituants. Il
existe plusieurs types de représentations sous forme:

- De modéeles mathématiques (€¢quations différentielles)

- De schémas fonctionnels (représentations graphiques du comportement des systemes)

Ces modeles sont fondés sur des hypothéses simplifiées de la réalité.

Leurs résolutions mathématiques permettent d’obtenir la trajectoire du systeme qui
caractérise le comportement de ce dernier au cours du temps.



Les modéles en vue de I’étude de systemes de commande

3.1 Les schémas fonctionnels
Un schéma fonctionnel est une représentation graphique des relations de cause a effet
entre un signal de sortie et un signal d’entrée d’un systeme.

Signal d'entrée - Signal de sortie
- Elément -

Fig 2. Schéma fonctionnel avec un seul élément

Remarque: Les fleches indiquent le sens dans lequel I’information ou le signal se
transmettent (causalite).

Des opérateurs algébriques sont utilisés dans ces représentations portant le signe + et -. Un
clément appelé comparateur permet de relier I’opération algébrique de deux signaux. Le
signal de sortie est ainsi constitu¢ de la somme algébrique des signaux d’entrée.

X + X+y X + xX-y
— o —
+ -

J f
Y Y

Fig. 3 Schéma fonctionnel de comparateur
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Les modéles en vue de I’étude de systemes de commande

Pour preélever un méme signal pour un autre €lément ou un comparateur, on utilise alors
un point de branchement.

Fig. 4 Schéma fonctionnel d’un point de branchement

3.2 Schéma fonctionnel d’un asservissement
L’objectif est ict de présenter un exemple de schéma fonctionnel d’asservissement le plus
simple qui existe. Il relie les ¢léments fonctionnels constituant un systeme en boucle

fermée.
uc + g u . N ~ y
_’< )—' Régulateur Actionneur | Systéme a a
commander

Capteur |

y

Fig. 5 Schéma fonctionnel d’un point asservissement
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Les modéles en vue de I’étude de systemes de commande

Schéma de la commande en boucle fermée

Signal Signal de Signal de commande Perturbation de

d’erreur commande amplifié sortie
Consigne . N ortie
— Régulateur - Amplificateur » Actionneur | Processus B —

N de puissance
- Perturbation de 1+
commande
T Capteur |«
Grandeur physique Grandeur
mesurée i physique a réguler

Bruit de mesure

Fig. 6 Schéma fonctionnel complet d’un asservissement
Ou plus simplement

Pu
+
F + € Régulateur | + Systeme a
- commander
C u G

N\ i Capteur

X F
b, T 12

S




Les modéles en vue de I’étude de systemes de commande

Sur la fig. 6 du systeme en boucle fermee, on a les ¢léments suivants:

- Consigne uc désigne la valeur d’une grandeur physique souhaitée que le signal de sortie y doit
suivre.

- Signal d’erreur g, résultat de la comparaison entre la consigne et la grandeur de sortie.

- Régulateur ¢tablit une loi de commande au travers du signal de commande u pour réduire le
signal d’erreur idéalement a 0.

- Actionneur réalise la commande du systéme.

- Systéme que 1’on souhaite controler pour une certaine finalité

- Capteur qui mesure la grandeur du signal de sortie du systeme a réguler

3.3 Role de I’asservissement
Concevoir un régulateur de sorte que le systeme bouclé soit:

=» stable, ¢’est a dire qu’en régime permanent, la grandeur régulée doit toujours converger vers
un point d’équilibre stable, et ne doit pas osciller autour du point de consigne ou méme
diverger.

=» précis, c’est a dire qu’en régime permanent, la grandeur régulée doit étre maintenue en
permanence la plus proche possible de la consigne.

=» rapide, c’est a dire que 1’on cherchera a rejoindre le point d’équilibre le plus rapidement

possible.
13



Systemes linéaires et équations différentielles

4) Systémes linéaires et ¢quations différentielles
Pour réaliser un asservissement avec un cahier des charges fixes, i1l est nécessaire
d’obtenir un modele de comportement du systeme.

En vue d’obtenir ce modele, une premicre solution consiste a utiliser les principes
fondamentaux des lois de la physique pour obtenir une description du comportement
d’un systéme

= Ces lois aboutissent géneralement a établir des systemes d’équations différentielles.

4.1 Les systemes linéaires
La propri¢te¢ de lincarit¢ est une propriété mathématique caractérisant une classe
d’¢quations différentielles.

* On appelle systeme lineaire, un systeéme (qui verifie le théoréme de superposition) tel
que:
* Si le signal d’entrée ui(t) produit le signal yi(t) et si le signal u2(t) produit le signal
y2(t) ,
* Alors le signal d’entrée a ui(t)+p uz(t) produit le signal de sortie a yi1(t)+p y2(t) et
ce, quelque soit les signaux d’entrées/sorties

14



Systemes linéaires et équations différentielles

 D’une fagon plus générale, la notion de lin€arité peut €tre représentée par le principe
de superposition:

 Si y,(?) laréponse du processus a une commande u,(¢) , alors la réponse a la

commande

k
u(t) =Y au(r),o R
i=1

* Pour des conditions initiales et un horizon de temps donn¢, la réponse est donnee
par:

y(t) - Zaiyi(t)

« Si la réponse du systeme ne dépend que de ses conditions initiales a 1’instant to, le
systeme est alors dit stationnaire et invariant.

* Lorsqu’un systéme ne satisfait pas au théoréme de superposition, il est dit non lin€aire.

15



Systemes linéaires et équations différentielles

Exercice 1: Theoréeme de superposition
» Déterminer le signal de sortie en utilisant le principe du théoréme de superposition

u, = cos2t u, =t
u, =sint +fl\+ +J\+ Y
s, d/dt \__/ S

elercas: uy #0,u; =0, u3 =0

u, =sint g
— | d/dt 5 >
On en déduit que:
vy, = 5cos(t)

16



Systemes linéaires et équations différentielles

e2¢émecas: U3 =0, u; #0,uz3 =0

V2
u, =cos2t —> d/dt S S

On en déduit que:
y, = 5(—2sin(2t)) = —10 sin(2t)

*3emecas:uy; = 0,u; =0, u; #0

2 Y3
Uuy=0" —> 5 —

On en déduit que:
Y3 = 5t2

Par application du théoréme de superposition, on obtient:

Yy=Y1tY2+Y3
soit
y = 5cos(t) — 10 sin(2t) + 5t
17



Systemes linéaires et équations différentielles

4.2 Notion de causalité
Un systeme est dit causal si le signal de sortie ne dépend que des valeurs présentes et

passees de la variable d’entrée, c’est-a-dire que le signal de sortie y(t) ne dépend que du
signal d’entrée u(t) que pour des valeurs t > 0.

4.3 Limite de représentation des systémes linéaires
Si le systeéme est non-lin€aire, 1l est possible de se ramener sur un domaine restreint
d’espace a un systeme lincaire.

Ex. sur un pendule mecanique:

Soit un pendule mécanique de masse m , de longueur / et d’angle @, représenté par la
figure 7.

Fig. 7 Pendule mécanique oscillant

18



Systemes linéaires et équations différentielles

En appliquant le principale fondamentale de 1a dynamique en rotation, on obtient:

z - (1)
Jilhf =Y Mg,
2
@chztf = —mgsin@ ou J = ml’ (2)
2
— g 29 +&5in0 =0
dt* 1 3)

Le systéme (3) est dit non linéaire a cause du terme en sinf . On peut approximer le
modéle obtenu en supposant qu’au voisinage de @ =0, sin@ ~ 6. On obtient alors que le
modele du systeme peut etre approximé par:

2
d?+§9:0
a1 4)

Le modele ne reste donc valable que pour & ~ 0 sur un domaine restreint de I’espace.

19



Equations différentielles linéaires a coefficients constants

4.4 Résolution d’équations différentielles

Il faut impérativement savoir résoudre des équations différentielles du 1€ et 2¢me
ordre.

=> Voir cours de maths de 1A!!!

20



Auto-évaluation introduction

Mes compétences a I’issue de I’introduction:

Etre capable de:

-Citer les principales definitions et remobiliser la terminologie relatives aux systemes de
commande

-Expliquer I’intérét de la boucle fermée par rapport a la boucle ouverte pour un systeme
de commande

-Donner un schéma fonctionnel classique d’asservissement avec sa terminologie

-Définir ce qu’est une ¢quation différentielle lin¢aire et de citer le théoreme de
superposition associé.

-Résoudre une équation différentielle du 1¢" et du 2" ordre

21



Cours 1: Calcul de transmittances
et scheémas fonctionnels

22



Introduction

Les objectifs de ce cours sont:
- De rappeler I’intérét de 1’outil de la transformée de Laplace (TL)
- De définir ce qu’est une fonction de transfert
* Application de la TL a I’obtention d’une fonction de transfert
- D’utiliser la représentation sous forme de schéma blocs pour représenter un modele a
partir de ses ¢quations différentielles et de connaitre les régles associées
- De déterminer une fonction globale équivalente de transfert lors de la présence de
plusieurs modeles interconnectés dans un schéma blocs ayant différentes structures

1) La transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil

- permettant de simplifier la résolution d’€quation différentielle d’ordre n a coefficients
constants (voir cours de maths 1A).

- permet de transformer le probleme de la résolution portant sur le domaine temporel en le
transformant un probléme représentant dans le domaine complexe. II est biensir
nécessaire de revenir a la fin par une transformation inverse pour la résolution dans le
domaine temporel

- utilisé €galement pour représenter les fonctions de transfert qui exprime la relation entre
le signal de sortie et le signal d’entrée d’un systéme.

23



Transformeée de Laplace

La transformée de Laplace d’une fonction temporelle f{¢) est donnée par

2{f ()} =F(p)=[ f()eat (D
0
Quelques theoremes tres utiles pour 1’automatique
Théoréme de la valeur finale: 1{ f(t)}z F( p) alors lim f(t) e lin% p F( p) (2)
t—>0 p—>

Théoréme du retard: 2{f(t)}=F(p) alors Lf(t-T)}=lime " F(p) (3)

p—0

Théoréme de la dérivée: 2{f(t)}= F(p) alors 1{%?)} = pF(p)- f(()+) 4)

Théoréme de I’intégrale: 2{f(t)}=F(p) alors %im £(0)dt = F(p) (5)
—>0 p
Théoréme de la dérivée d’ordre k: £{f(t)}=F(p) alors

A0k P FR) ) ) ) @

24



Transformée de Laplace de signaux ¢léementaires

Transformée de Laplace de signaux utiles en automatique

> Impulsion(c;e Dirac d’amplitude A: f{(r) = A(7)
1t

=> Echelon d’Heaviside d’amplitude A: f{(r) = AH(?)

()
A

= Rampe de pente A4: f(¢) = Ar(¢)

1)
y =

25



Table de transformée de Laplace (1/2)

Fonction temporelle Fonction de Laplace
u(t) =o(1) U(p)=1
1
=T U(p)=—
u(t) =T(¢) (p) ,
u(t) =kt U(p)zi2
P
i Ul ) = n!
u(t) =t (p) P
()= e S(p) =~ —
—ot — 1
s(t)=te S(p) = (p+a)
o _ (04
=te = e
s()=e e S(p)=—L-12 ”

(p+a)p+p)



Table de transformée de Laplace (2/2)

Fonction temporelle

1 —ot
s(t)=t——+"—
a a

(04

s(Hy=1+ p e —

a—p a—pf

s()=1-e” —ate™
s(t) = sin awt
s(t) = cos art
s(t) = e “ sin wt

s(t) =e “ coswt

Fonction de Laplace

1

S(p) =
) p(p+a)
S(p) = 2
w) p(p+a)p+p)
S(p) o
w2 p(p+a)’
S(p) = ———
P +o
S(p)=—2—
ptw
S(p)=—

(p+05)2+a)2
pta

)= e

27



Fonction de transfert

2) Notion de fonction de transfert

Soit un procede linéaire stationnaire d’entrée u(¢) et de sortie s(¢) (8)

u(y s()

—> Systeme [—>

On suppose connaitre 1’équation différentielle liant I’entrée a la sortie de ce systeme

du(?) ST du(?) = b,s(t) + b, as(?) +...+b, i)
dt dt" dt dt”

au(t)+a, ,ns=m  (7)

En appliquant la transformée de Laplace (propri¢té de la dériveée) a 1’équation (7) en
supposant les conditions initiales nulles, il s’ensuit que:

U(p)(ao +a1p+...+anp”): S(p)(bo +b1p+...+bmpm) 8)

La fonction de transfert de ce systéme, notée H(p) correspond au rapport de la
transformée de Laplace de sa sortie et de son entrée.

H(p)- 5(1]';)) - fgg((]f)) ouU(p)=2u(t)}, S(p)=2is(0)}
_ 4 +ap+..+a,p"
b,+bp+..+b p"

Représentation fréquentielle 9) 28



Systemes du premier ordre

2.1 Fonction de transfert du 1¢r ordre
Un systéme du premier ordre est décrit par le schéma bloc

Up) S(p)
— H(p) >

Ou la fonction de transfert (ou transmittance) est donnée par
K
H(p)=1r—— (10)

(p+1)

Il est possible de faire le lien entre le domaine temporel et fréquentiel comme suit:

c{r =8 4 5(6) = Ku®)}p)

& pS(p)+S(p)=KU(p)

< S(p)(1+tp)=KU(p)

S K
) = U(p) B 1+1p

29



Systemes du premier ordre

Si ’entrée u(z) est un échelon d’amplitude 4

u(?

A

2.4

Alors la sortie s(¢) est donn¢e par: S

221 —

t
A 1.8

S(t)zKA l-e 7 .

1.4L

124 /

La représentation temporelle associée est /
r \ . 0.8 -

donn¢e a dans la figure ci-contre. /

0.6 |- /

Amplitude

0.4 I

r r r r r r r r r
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
temps (s)
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Systemes du second ordre

2.2 Fonction de transfert du 2¢m¢ ordre
Un systéme du second ordre est décrit par le schéma bloc

Up) S(p)
—_—> H(p) —>

Ou la fonction de transfert (ou transmittance) est donnée par

K

Il est possible de faire le lien entre le domaine temporel et fréquentiel comme suit:

1 d?s(t) | 2& ds(t)
L{m T+ o2+ s(0) = Ku(®}(p)

Wn

1 2

& (Zzp? + Zp+1)S(p)=KU)
S(p) _ K

U(P)_<L 2 28 +)
(Urzzp +(Unp 1

S H(p) =




Systemes du second ordre

S1 ’entrée u(7) est un échelon d’amplitude 4 et 0<&<I (cas du régime oscillatoire amorti)

u(t)
A
A
Effet de
t
: ———————— 25 T L L L L L L t L :
0 2. —
8 15 1
Alors la sortie s(¢) est donnée par s L W< Wy; ]
<
—§a)nt 0.5 -
— - 1 0 r r r r r r
s(t) KA1 > sm(copt + go) i 5 . 5 5 5 10
1- 5 temps (s)
Effet de ¢
Oﬁ 3 T T T L - T L L L L L
®, :a)n,h_gz ¢ = arccos($) g 2- &1 -~ e
5 1 &
a &> &
0 r r r r r r r r r r




Fonction de transfert

2.3 Notions de poles et de zéros

Soit la fonction de transfert
_ S(p)

- U(p)

On appelle podles du systeme les pdles de la fonction de transfert H(p) les valeurs de p telles
que

H(p)

Den(p)=0

On appelle zéros du systeme les zéros de la fonction de transfert H(p) les valeurs de p telles

- Num(p)z 0

Une fonction de transfert permet, dans le cas d’un systéme stable, de caractériser le
comportement dynamique du systeme une fois I’effet des conditions initiales amorti.

On dit que le systéme atteint un régime permanent. La periode d’amortissement de 1’effet
des conditions initiales s’appellent alors le régime transitoire.

33



Fonction de transfert

Une autre propric€té importante des systemes lin€aires stables est de fournir pour une entree
sinusoidale une sortie sinusoidale, en régime permanent, de méme pulsation, mais de
deéphasage et d’amplitude pouvant étre différents.

Ex: On considere un systeme par I’équation différentielle suivante:

dzsg"‘ )+ 4BW 3005y = 2e(1) (12)

Ou e(?) correspond a un échelon Heaviside et les conditions initiales sont nulles

On souhaite obtenir sa fonction de transfert et déterminer les poles de (12).

Par application de la propriéte du théoreme de la dérivée de la transformée de Laplace, on a

p°S(p)+4pS(p)+3S(p)=2E(p)

En factorisant, on obtient alors

S(p)p* +4p+3)=2E(p)

34



Fonction de transfert

La fonction de transfert obtenue est donnée par

_S(p) _ 2
G(p)= E(p) - p2 +4p+3

Les poles sont obtenus en résolvant p> +4p+3=0

Deux possibilités:

- Sotit le calcul du discrimant d’un €quation du second degre

- Soit la reconnaissance directe de racines €videntes

Ici, -1 est une racine évidente, donc p” +4p+3=(p+1)(p+3)=0
Les racines e¢videntes sont donc -1 et -3.

Remarque: Nous verrons par la suite que le calcul des poles d’une fonction de transfert
permet de déterminer les propriétés de stabilité d’un systeme,

35



Schémas fonctionels

3) Les schémas fonctionels

Les fonctions de transfert traduisent une relation ou un modele de comportement entre un
signal de sortie et un signal d’entrée.

Dans le cas ou I’on a plusieurs relations de modeéles d’entrée/sortie qui s’imbriquent ou
s’interconnectent entre eux par des structures specifiques, peut-on obtenir la fonction
globale entrée/sortie équivalente?

—Notion de connexion en série, en parallele et en bouclage.

3.1 Structure en série

U(p) —% FT(p) = I'T(p) —...—{ FT,(p) % Y(p)

Fig.1 Connexion en série de systémes linéaires

La fonction de transfert €équivalente sera:

FT, (p)= % = FT,(p)FT,(p)..FT,(p)
~[1#7)

36



Schémas fonctionels

3.2 Structure en parallele

r A

U(p) FT,(p) + Y(p)

FT,(p)

—| FT,(p)

\o /

Fig.2 Connexion en parallele de systémes linéaires

La fonction de transfert €équivalente sera:

FT, (p) =%=FTI(19)+FT2(19)+---+F7;(19)

- Y FT(p)

37



Schémas fonctionels

3.3 Fonction de transfert en boucle fermée (th. de Mason)

U(p) )P M epi Y(p)

CR(p) |[<—

Fig.3 Structure bouclée

Les fonctions de transfert CD et CR dénotent respectivement la chaine directe et la chaine
retour. Dans le cas d’un signe “-” associ¢e a la chaine retour, on est en présence d’une
contre-réaction.

La fonction de transfert €équivalente est donnée par:

Y(p) __ CD(p)

F];q (p) i
U(p). 1+CD(p)CR(p)
Preuve: A partir du schéma bloc, on peut €crire:

{8(19) =U(p)—-CR(p)Y(p)
Y(p)=CD(p)e(p)

& (14 CD(p)CR(p))Y (p) = CD(mU(p)@g(p)
(p) 38

= Y(p)=CD(p)U(p)-CR(p)Y(p))



Schémas fonctionels

— mcc |

U =
—{ kb R L e ST N

ay(t)

On souhaite obtenir le schéma bloc avec en sortie la vitesse wy(¢) et en entrée la tension
d’induit.

A partir des €quations dynamiques, il est possible de déterminer la tension U(¥) a appliquer
au moteur pour obtenir ay(?) :

Cm
\ +fw t)+C.(1) \ =K, I(t)

£0)= Kz, () ~ U(t):RI(t)+Ld[—(t)

i E(t)

Fig.4 Représentation des causalités implicites

Le schéma bloc peut alors se construire selon la méthodologie suivante... 39



Schémas fonctionels

3.4 Les etapes de I’obtention des €quations différentielles au schéma bloc
On souhaite commander la vitesse @,(¢) d’un arbre en sortie d’un réducteur (de rapport N)
entraine€e par un moteur a courant continu (MCC), en commandant la tension d’induit U(¢)

McC | & i fai”'_( !

J, kg, ky R, L é“%F N o

U

Fig.5 Schéma de représentation d’une MCC

Etape 1: Ecrire les équations caractéristiques du systeme

-Electrique: U(t) — R I(t) + L dfz—gt) + E (t)
-Mécanique: Ja’a)—m(z‘) e t
2= C, —C, ~ fo, (1)
a)s(t) = Na)m (t)
-Electromécanique : E(t)=K,w,(t)

C, (t) =K 1(?)
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Schémas fonctionels

Etape 2: Traduire les €quations differentielles dans le domaine de Laplace, en prenant en
compte les conditions initiales (ici supposées nulles).
- Sous partie ¢électrique:

00)= R0+ L2+ 50— 1) - L0~ £0)

- Sous partie mécanique( )
dw 1
C C()—50 = C,(p)-C

@, =N, (1)—450 (p) = NQ,, (p)

- Sous partie électromécanique:
E(t)= K;,()—"> E(p) = K,Q,(p)

C,(t)=K, 1)1 C,(p) =K, I(p)

Remarque: L’imbrication des €quations est réalisée de sorte a faire apparaitre la chaine de
causalité implicite de la fig. 5
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Schémas fonctionels

Etape 3: Mise sous forme de schéma bloc de chacune des relations obtenues dans le
domaine de Laplace

- Sous partie électrique: U(p) 1 I(p)
| Q—b TR+L-p ’

TE(p)

- Sous partie mécanique:

1Cr(p)
Cm(p) D 1 Qm(p)
C‘; | f+Jp '

Q,.(p) Q (p)
—: N —
- Sous partie électromécanique:
Qm(p) K E(p)
1(p) X, Cm(P)
42
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Etape 4: Connexion des blocs fonctionnels pour obtenir une représentation du modele de
machine a courant continu

U(p) > € 1 I(p) Cp(P) 1 | Qup) Q._(p)
@Q TR+L-p 1 &7 | @Q T f+gp i

E(p)

Kg

3.5 Déplacement d’éléments au sein d’un schéma bloc
Pour faciliter I’analyse des propriétés d’un systeme représenté sous forme d’un schéma
bloc, certains déplacements d’¢léments peuvent etre réalises.

Déplacement d’une jonction:

AR o _x 1LY,
%PJ
# y
X e _* ] p 4
Ex <— 1/P 43
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Déplacement d’un sommateur:

0 % R O |<—x,
l

X P v R —>V XI%P%R%)/

0 <—x,

' 1/P 0 k—x,
=
Xy P N7 R—) X, —> —> P RH——Yy

3.6 Cas des multi entrées dans un schéma bloc

Pour un systéme linéaire, dans le cas ou 1’on a plusieurs entrées et que I’on souhaite
connaitre le comportement final en sortie, on utilise le théoréme de superposition:

- On met a zéro toutes les entrées sauf une qui conserve sa valeur

- On calcule la sortie équivalente

- On répete la démarche pour chaque entrée tour a tour

- On somme algebriquement chacune des sorties obtenues pour chacune des entrées.
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Exercice: Soit le schéma donné ci-dessous, déterminer la fonction de transfert relative a
chacune des entrees, puis déterminer la sortie générale.

+ ap)
r(p) — — Cp)
_ +
ba@ | 7T

L| 2@

G(p) - y()

F(p)

A
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Schémas fonctionels

Les fonctions de transfert décrivent comment une (seule) entrée affecte une (seule)
sortie ou un signal interne a la boucle.
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Auto-évaluation Cours 1

Mes compeétences a I’issue du Cours 1:

Etre capable de:

- Donner la définition de la transformée de Laplace (représentation fréquentielle) et
I’expression associ€e aux principaux signaux €lémentaires (dirac, échelon, rampe)

- Définir ce qu’est une fonction de transfert, un pole et un zéro de la fonction de transfert

- Utiliser la transformée de Laplace pour donner la fonction de transfert d’un systéme a
partir ces équations différentielles

- Proposer un schéma bloc a partir des équations différentielles d’un processus

- Calculer une fonction de transfert équivalente d’un schéma ou plusieurs fonctions de
transfert s’imbriquent, a partir des regles de structure d’un schéma bloc
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Cours 2 : Etude fréquentielle
des systemes
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Introduction

Les objectifs de ce cours sont:
- Rappeler les notions de module, argument, gain, phase de fonction de transfert
- Interpréter physiquement la notion d’analyse fréquentielle.
- Présenter les différentes expressions analytiques de systemes élémentaires
(intégrateurs, passe haut, passe bas, deérivateur, second ordre, cas du retard).
- Introduire des outils d’analyse fréquentielle et de représentations (Bode, Black/Nichols)
de fonctions de transfert €lémentaires.
- Introduire une méthodologie permettant de deéduire le comportement fréquentiel de
fonctions de transfert plus complexes
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Introduction a ’analyse fréquentielle

1) Rappels sur les complexes et intérét de I’analyse fréquentielle

Partant d’une fonction de transfert H(p), la réponse fréquentielle s’obtient :

- en posant p = jw, j étant un imaginaire pur unitaire et @ une pulsation (rad/s),
- en faisant varier @ sur une gamme de pulsations

- en calculant le module ou le gain et la phase de H(j @) pour chaque pulsation.

1.1 Rappels sur les nombres complexes
Soit le nombre complexe N =a + jb, on définit:

-Le module ‘N‘ _ m

-Le module en dB
‘N‘ =20logva® + b’

dB

-La phase en rad/s

@(N) = Arg(N)
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Introduction a ’analyse fréquentielle

Attention, la fonction arctan est a manipuler avec précaution!

f

b
arctan (5) sia>0etb>0

b
arctan(—)+nsia< Oetb>0

a
b .
arg(N) = < arCtan(E)—n51a< Oetb<O
T
EsiazOetb>0
T
—Esia=0etb<0

| [ndéfinisia=0etb =10
- La phase en degré

180
@°(N) = TArg(N)
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Introduction a ’analyse fréquentielle

- Les opérations sur les nombres complexes les plus utiles sont:

C.C)|=|C|Cy
2010g|C,.C,| = 201log|C, |+ 2010g|C,|
Arg(C,.C,) = Arg(C,)+ Arg(C,)

1.2 Intérét de 1’analyse fréequentielle

L’analyse fréequentielle est un outil d’analyse destin¢ a caractériser le comportement d’un
systeme au travers de 1’¢tude de ses relations d’entrée/sortiec dans le domaine
fréquentiel.

L’objectif final est de définir les propriétés du systeme ¢tudie:
- Bande passante

- Gain d’amplification sur une plage de fréquences

- etc

A présent, nous allons donner une représentation physique de 1’analyse fréquentielle sur
des fonctions de transfert.
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Introduction a ’analyse fréquentielle

Pour une pulsation @ donn¢e, une interprétation physique du gain et de la phase d’un
systeme est possible. Pour cela, on suppose que DI’entrée du systeéme est un signal
sinusoidal de pulsation w et d’amplitude 4,,.

ﬂ) Systéme Lﬁ)
u(t)= A, sin(et) s(t)= Aq sin(et + @, )

Sous I’hypothese d’un systéme linéaire stationnaire, la sortie du systeme est alors, en
régime permanent, un signal sinusoidal de pulsation ®, d’amplitude A4, et de
déphasage ;.

Si H(p) est la fonction de transfert du

710 T A —— systéme
A
S(t) ____________ Au H(]CO =5
| o) -
0 > . ~ Aq
P |H(]a))(dB S 2010g(A—u)
180
p(H(w))° = T%(w)
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Introduction a ’analyse fréquentielle

Si la fonction de transfert se présente sous le forme de produits ou de rapports

_ Num,(p)Num,(p) (1)
Den,(p)Den,(p)

le module, le gain et la phase se calculent sur chaque terme

r |Num, (jw)|Num, (jo) )
|Den, (jw)|Den,(jo)|

H(jo)
H(jw) , =20log(H(jo))=|Num, (j@)| , +|Num,(jo)| , ~|Den,(jo)|, ~|Den,(jo)| ,

o(H(jo)) = p(Numl(jo)) +o(Num,(jo)) - ¢(Den,(j®)) — p(Den,(jw))

Exemple: Calculer le gain en dB et la phase de

H(p) ’

T (p3)(p+)

Le gain est donn¢ par:

Vel = i :

“lo+3jo+] VRrorvliw? O t@rVltd »



Analyse fréquentielle de fonctions de transfert ¢lémentaires

Le gain en dB se déduit comme suit:

‘H(ja))‘dB =20log|H (jw) = 20log(2) —201logv9 + @’ —20log1+ &’

La phase est alors donn¢e par:
p(H(jo))= Arg(2)— Arg[3+ jo)(1+ jo)]

= Arctan(0) — Arc tan(%) — Arc tan(w)

2) Le gain et la phase de fonctions de transferts élémentaires
2.1 Fonction de transfert d’un gain
Soit la fonction de transfert donnée par

H(p)=K )
On en déduit que:
G = 2010g‘K‘
[ 0siK>0 (5)
- |-7zsik<0
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Analyse fréquentielle de fonctions de transfert ¢lémentaires

2.2 Fonction de transfert d’un dérivateur
Soit la fonction de transfert donnée par

H(p)=p (6)
On en déduit que:

G, =20logw

2.3 Fonction de transfert d’un intégrateur
Soit la fonction de transfert donnée par

H(p)=

(7)

1
e (®)
On en déduit que:

G, =20logl-20logw =-20logw ©)
p==7

)
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Analyse fréquentielle de fonctions de transfert ¢lémentaires

On suppose pour la suite que 7 >0
2.4 Fonction de transfert du premier ordre au numérateur
Soit la fonction de transfert donné¢e par

H(p)=(1+p) (10)
On en déduit que:
G, =20logV1+ 7’0’ (11
@ = arctan(zw)
2.5 Fonction de transfert du premier ordre au numérateur (bis)
Soit la fonction de transfert donnée par
H(p)Z(l—Zp) (12)

On en déduit que:

G, =20logVl+ 7’0’ (13)

@ = —arctan(zw)
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Analyse fréquentielle de fonctions de transfert ¢lémentaires

2.6 Fonction de transfert du premier ordre au dénominateur
Soit la fonction de transfert donnée par

1
H(p)=— (14)
On en déduit que: P
G, = —20logV1+ 7’0’ .
@ = —arctan(zw) (15)
2.7 Fonction de transfert du premier ordre au dénominateur (bis)
Soit la fonction de transfert donnée par
1
H (P ) > - (16)
On en déduit que: P
G, =—20log\1+ 7’0’ (17

@ = arctan(zw)
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Analyse fréquentielle de fonctions de transfert ¢lémentaires

2.8 Fonction de transfert du second ordre au numérateur
Soit la fonction de transfert donnée par

2 2 2
H(p) — p +25wnp+wn — p +2w_€p _I_ 1 (18)

wn? wn?

On en déduit que: w2\’ W \?
Ggg = 20log [|\1——| + (26—)
a)Tl a)Tl
f
zgwﬂ (19)
arctan = | siw < wy,
@ =9 S
wy
\autre cas a déduire de la slide 61

2.9 Fonction de transfert du second ordre au dénominateur
Soit la fonction de transfert donnée par

1 1

H(p) = =
TP Repro” p2 L 2p,, @O
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Analyse fréquentielle de fonctions de transfert élémentaires

On en déduit que: w?\? P2
Gag = —20log <1 = —2> + (25—)
a)n wn

( w
X on | @1
_J —arctan 7 | stw < wp
® ey
wn
Lautre cas a déduire de la slide 61

2.10 Fonction de transfert de type retard pur
Soit la fonction de transfert donnée par

H(p)=e"
=e/"" = cos(~T,w) + jsin(-T,w) 02
On en déduit que: G, =20log \/ cos’ (=T, w) +sin’ (=T, )
=20log~/1 = 0dB 23)
o= t“; j}))

= arctan(tan(—7,®))



Analyse fréquentielle de fonctions de transfert

3) Analyse fréquentielle de fonctions de transfert quelconques
Comme nous I’avons d¢ja vu dans ce cours, une fonction de transfert quelconque d’un
systeme lin€aire peut s’exprimer sous la forme

a,+a,p+..+a p"
H(p)="2"1 n_n<m 24
() by+bp+..+b p" (24)

Si1 cette fonction de transfert peut étre factorisée par un produit de fonctions de transfert

¢lémentaires de la forme 2 4 2w pt o y
K oup” ou (1+)” ou (p a;np @ j
)

n

Tels que >y N\
H(p)=KpaH(1+T,-p)ﬂiH[p + gja;njp+a)njj (25)
i ' @,
Avec : '
(K,7)eR’
(a,,B, 7/) e’

el0 lfetw, >0
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Analyse fréquentielle de fonctions de transfert

On peut alors €crire le gain en dB comme suit:

G5 =20logK|+20alogw+ ) 208 logll + jwr,| (26)

J

+ 2(207/]. log‘(ja))2 +2jE0 .0+ @
j

=20y, loga),fj)

=20log|K|+20alogw+ > 108 log(l + a)zrf)

s Z(lOyj 10g(<a),21j— w 2)2 +4&0'w, )— 40y logw,)
J
Puis, nous pouvons €¢galement en déduire la phase:
@ =arg(K)+ a% + Zﬂi arg(1+ jor,)+ ;yj arg((ja))2 +2j5,00, + a),f]) 27)
' - 2¢ o,
il szgnze(K) ! T+ Z p, arctan( @7, ) + le arctan[ é:’ i j
i j a)nj —Q

Remarque: Quelque soit la fonction de transfert considerée, il est possible de la ramener a un
produit de fonctions de transferts ¢lémentaires. Le gain et la phase sont alors déduits comme
¢tant la somme des contributions ¢lémentaires de chacune des fonctions de transfert dans le
calcul. Cette propriété est possible due fait des propriétes logarithmiques et de I’argument.
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

4) Representations fréquentielles des fonctions de transfert

Pour faciliter 1’analyse fréquentielle des fonctions de transfert et la détermination du
comportement fréquentiel d’un systeme, en vue de vérifier si le systeme consideéré possede
certaines proprictes attendues (gain statique, bande passante, robustesse par rapport a la limite

de stabiliteé etc), on utilise des représentations fréquentielles de ces fonctions de transfert. Ce
sont des outils couramment utilisés dans de nombreux domaines comme |’automatique,
I’¢lectronique, etc.

Les outils les plus connus sont:
-Le diagramme de Bode
-Le diagramme de Black/Nichols

4.1 Le diagramme de Bode

Le diagramme de Bode correspond au tracé de deux graphes correspondant au gain reel et au
déphasage:

-Gain: Gy = f(w)

- Phase: ¢ = f(w)

Les deux représentations sont associees a des échelles logarithmiques, permettant également
un plus grand intervalle de représentation que la simple utilisation d’une échelle linéaire.
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Dans la partie 3) de ce cours, nous avons déja calculé les expressions littérales du Gas et de la
phase des fonctions de transfert ¢lémentaires. Nous allons a présent voir comment nous
utilisons ces résultats pour tracer leurs diagrammes de Bode.

Fonction de transfert:

Gg 4
H(p)=K
Gain et phase:
ain et phase 20 log‘K‘
G = 2010g‘K‘ .
_{ 0siK >0 @
- |-zsik<0
(PradA
)
e
(K <0)
;
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Gan f p
Fonction de transfert: + 30dh"déc// g
H ( p) =p /./
/'/
Gain et phase: .
G, =20logw P "
_TT
0=")
Prad T
+ nt/2
>
1)
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Ggs 4
Fonction de transfert:
1 AN @
H(p)=— >
() - 20db/déc
Gain et phase:
G, =—-20logw
Q=" %
Prad 4
10
>

- /2
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Tracé réel
Gg 4
Fonction de transfert:
H(p)=(1+p) +20db/déc”
: +3dB.-’
Gain et phase: .- T’
m=sEo > Tracé
G, =20logV1+ 7w’ 1/t asymptotique
@ = arctan(zrw)
. A
Etude asymptotique: Prad
+ 1/2
Si tw<<1, G, ~20log1~0,p~0 e
Si tw>>1, G, ~20log(tw) — 20dB / dec i
- Z 2| )
Y79 A - —>
1/t
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Tracé réel
Fonction de transfert: Ggs 4 o
1 l \
H(p)= TN e Tracé
I+ 2 :
—3dB "\ 20db/déc asymptotique
Gain et phase: "\
G, =—20log1+ 7’0’
@ = —arctan(7w) o 4
1/% w
Etude asymptotique: it »
Si Tw<<1,Gde—20logsz,¢zO R ‘\\
Si tw>>1,G,, ~—-20log(rw) — —20dB/ dec "WZ L tzaasa
T
% I —
v 2
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Diagramme de Bode des fonctions de transfert ¢lémentaires Tracé
asymptotique

Fonction de transfert:

1 1

H(p): 2 2: 2
p°+2{wyp + @, p° | 28p 4 ==
2 2 %

- 4 '\“‘ \jL'C

Gain et phase:

PR 2
Gag = —20log (1 = —2> + (25—) A Tracé réel
wn wn !
f 262 N — R
w . 0 7=~ "+
r —arctan = | siw < wy, ¢ ‘;\ £=0.1
$ = 1 — W~ / I :
a b
wr, =1 i ;
\autre cas a déduire de la slide 61 . R

Etude asymptotique:
Si w<<w, G, =0dB, =0
Si 0>> 0, G, =~ —2010g(a)2 ox ), Q-1
Si w=0,, G, ~-20log2¢),p~-7/2 69



Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Fonction de transfert:

2 2 2
p°+ 28wpp + w p 28p
H(p) = =
Wn Wn Wn

Gain et phase:

r
% o
arctan = | siw < wy,
@ = w
1-=
(‘)n
Lautre cas a déduire de la slide 61

Etude asymptotique:
Si w<<aw, G, =0dB, =0
Si 0>> 0, G, =~ 2Olog<a)2 /a),f),(p R
Si o=, G, ~20log2é),p~n/2

Exercice: Déduire le diagramme de
Bode associ¢ asymptotique et réel.

Remarque: La modification de la
courbe du gain entre les deux courbes
réels a lieu pour un coefficient
inférieur ou supérieur a 0.7.

-En dessous de 0.7, il y a résonance
avec dépassement sur la courbe réelle
et D’apparition d’une pulsation de
résonance de

W, = w1 — 2&2

-Au dessus de 0.7, 1l n’y a pas de
résonance.
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

. A
Fonction de transfert: e Do

H(p)=e" @
Gain et phase:
G, =0dB
(0 - _TRa) Qrad 4
Wiog
.

A présent, nous allons traiter le cas des fonctions de transfert quelconques
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Cas des fonctions de transfert quelconques ramenées a un produit de fonctions de transfert
¢lémentaires.

H(p)=Kp“H(1+T,.p>ﬂfH(P +25f“;nfp+wnjj’ (28)

Le gain et la phase sont donnés par:
G5 =20logK|+20alogw+ ) 108, log(l + a)zz'f)

2 2 2 2 2 (29)
+Z(10yj log (a) -, )Z+4§ja) @, )—407/j logw,)
j

Q= Gl iErie(t ) | T+ Zﬂ. arctan(wr,) + Zl. arctan[zg&jww"j j (30)
2 i i W, — &

Regles de tracé du diagramme de Bode:
- Un terme de degré o > 0 provoque une variation de pente + 20adB / dec, s’1l est au
numerateur et une variation de pente de —20adB / dec s’il est au dénominateur.
- Un terme de degré B, > 0 provoque une variation de pente +20f.dB/dec , apartir dew=1/7,
s’il est au numérateur et une variation de pente de —208dB/dec apartirde w=1/7,, s’il
est au dénominateur.
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

- Un terme de degré y, > 0 provoque une variation de pente +40y ,dB/dec, a partirde v =0,
s’il est au numeérateur et une variation de pente de—40y ,dB/dec a partirde o=, , s’il est
au dénominateur.

- Concernant la phase, un terme de degré¢ « > 0 provoque une variation de phase a /2, s’il est
au numeérateur et une variation de phase de —ax /2, s’il est au dénominateur.

- Un terme de degré S, > 0 provoque une variation de phase Sz /2, apartirde o =1/7,

s’il est au numérateur et une variation de phase de — /2, a partirde w=1/7,, s’il est au
dénominateur.

- Un terme de degre y, > 0 provoque une variation de phase 7,7, a partirde o = o,

s’il est au numérateur et une variation de pente de —y,;7 a partir de @ =@, s’il est au
dénominateur.

Le diagramme de Bode final est déduit comme la somme des contributions de chacun des
termes constituant la fonction de transfert de (28) pour les graphes de gain et de phase.

Ex: Tracer le diagramme de Bode de la fonction suivante:

H(p) = 2000 5000 x 1 y 1 T, 7,
(p+10)(p+100) p+10 p+100
1 1 1 1 1 g 1

:2000><10 ] XIOO ] =2 X ;
—p+1 —p+1 —p+1 +1 73
10" 100" @p p



Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

La forme canonique associée est donnee par:

L
(I+7,p) (+7,p)
=H,(p)xH,(p)x Hy(p)

La fonction de transfert est composeée de trois termes dont deux fonctions de transfert du
premier au dénominateur. Tracons le diagramme de Bode des 3 termes:

Bode Diagram
T T

H(p)=Kx

20log(K)

-10

-20

Magnitude (dB)

-30

-40

-50

-60
0 ™ T AR s o ot e ey
IR NI A 2
___ Trace LT ¥
~ asymptotique |

(deg)

Phase

Frequency (rad/s)



Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Le diagramme de Bode de H(p) peut alors se déduire a partir de la somme algébrique de H;(p),
H,>(p), Hz(p) pour le tracé asymptotique et réel du gain et de la phase

20

ZOIog(K)Oi

Bode Diagram
T T

-40

Magnitude (dB)

60 --------------- Tmce reel H@) --------------- 40dB/de

-80

-100
0

45

(deg)

—7/2 e 90
2
o

135

- 180

Frequency (rad/s)

Remarque: Attention a ne pas confondre le trace asymptotique et le trace réel du diagramme
de Bode d’une fonction de transfert! 25



Repreésentations fréquentielles des fonctions de transfert

Exercice: Tracer le diagramme de Bode de la fonction suivante:

S5(p+2)

2
p(p+lloj (p2 +0.8p+1)

H(p)=
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Repreésentations fréquentielles des fonctions de transfert

Exercice: Tracer le diagramme de Bode de la fonction suivante:

5(p + 2)
( +i) (p +2><0.4><1p+1>
P\P T 1p 12
1 p 1 1
=5><—><2(1+—)>< X
2 1 2 +2x0.4x1p + 12
—1000><1x(1+p)x L .
B p 2/ (10p + 1)2 (pz +2x0.4x1p + 12>
12
= KX ! X(1+ t,p)X . X -
T 1P A ¥ 1) (pz + 2x0.4x1p + 12)
12

= H,(p)H;(p)H3(p)H4(p)Hs (P)

Tracons a présent le diagramme de Bode réel de chacune des fonctions de transfert composant
H(p).
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Bode Diagram
T T T

Magnitude (dB)
/

Phase (deg)

Frequency (rad/s)

Justifier chacune des caractéristiques obtenues: tracé asymptotique + reel, pente, phase,

résonance, pulsation de résonance... 78



Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Justification pour Hi(p):

Justification pour Hz(p):

Justification pour H3(p):

Justification pour Ha(p):

Justification pour Hs(p):
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Tracé de Bode final:

Magnitude (dB)

ase (deg)

Ph

Frequency (rad/s)
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

4.2 Le diagramme de Black Nichols

Le diagramme de Black de /(p) est une représentation cartésienne de H(jw) avec

@(w) la phase en degré en abscisse et G(w) le gain en dB en ordonnée, la pulsation @
devenant une variable implicite dans ce graphe. Il est néanmoins gradu¢ et orient¢ dans le sens
des pulsations @ croissantes

Ex:

Fonction de transfert:
1 w—0

Gain et phase: R £
G,y (@)=—-20logw

o(o)=-7/

0 —> +0
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

En regle générale, I’étude du diagramme de Bode est nécessaire et le diagramme de Black est
deduit de la précédente étude

Ex: Déterminer le diagramme de Black de la fonction de transfert:

2000
H(p)=
(p+10)(p+100)
Tracé de Black/Nichols:
i G, |
- 20log?2 .
- 7 - w—>0 ?,
g /// cg
2| // _
ol / |
/
/a) - +oo»




Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Obtenu a partir de 1’¢tude du diagramme de Bode...

Pour rappel:
20log(K) ——————————— e i
[N R R R R A R A R asymptottque H(p) n
b I """"""" """" """ """"""""" Tmce I‘eelH@)_4OdB/dec ‘_

o—>0

a8 o

—7/2

Phase (deg)

- T 180 oo ... fooooodeooodoocboododop oo oo S S N 0 (S oo [ SO N
107 10° 10 10° 10° 10
Frequency (rad/s)
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Exercice: Déterminer le diagramme de Black de la fonction de transfert:

5(p+2)

1Y( p?+2x04x1p+1°
10 12

H(p)=

P(P +
Tracé de Black/Nichols:

\L

| w—>0

0.25.dB
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Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

Rappel du tracé de Bode

Magnitude (dB)

ase (deg)

Ph

10 10"
Frequency (rad/s) 8 5



Représentations fréquentielles des fonctions de transfert

4.3 Resume des diagrammes de Bode et de Black

- S1 la fonction de transfert a ¢tudier peut €tre mis sous forme d’un produit de fonctions
clémentaires alors on peut utiliser les regles de construction du diagramme de Bode, déduire
son trace asymptotique et donc son trace réel. Le diagramme de Black sera deduit facilement
de cette ¢tude.

- Si la fonction de transfert a étudier ne peut pas €tre mis sous forme d’un produit de
fonctions ¢lémentaires alors il est nécessaire d’établir algebriquement I’expression de son gain
et de sa phase en fonction de la pulsation, d’¢tudier les propriétés asymptotiques de ces
dernicres, et tracer le diagramme de Bode point par point. Le diagramme de Black pourra par
la suite étre tracé également point par point.

- Ces representations fréequentielles sont des outils tres utiles et seront utilisées en automatique
plus tard dans le cours pour caractériser la performance d’un asservissement.
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Auto-évaluation Cours 2

Mes compeétences a I’issue du Cours 2:

Etre capable de:

- Calculer le module et I’argument d’un nombre complexe

- Calculer le gain et la phase d’une fonction de transfert

- Définir la notion d’analyse fréquentielle et la différentier de I’analyse temporelle

- Connaitre les différentes expressions analytiques des fonctions de transferts élémentaires
(intégrateurs, passe haut, passe bas, deérivateur, second ordre, cas du retard).

- Donner les représentations de Bode/Black Nichols de fonctions de transfert et de justifier
les grandeurs caracteristiques associées
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285  Cours 3 : Analyse transitoire et de
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Introduction

Les objectifs de ce cours sont:

- Obtenir les expressions des réponses temporelles de fonctions de transfert élémentaires
(premier ordre et second ordre) pour différentes types de signaux d’entrée

- Obtenir les expressions des réponses temporelles de fonctions de transfert plus
complexes par decomposition en ¢léments simples et utilisation des tables de transformées
de LAPLACE

- Utiliser les théoremes de la valeur finale et de la valeur initiale pour obtenir des valeurs
de grandeurs physiques en 0 et en 1’infini

- Définir la notion de stabilité

- Relier la stabilité d’un systéme au lieu des poles de sa fonction de transfert

- Définir les principaux théoremes relatifs a la stabilite, a la stabilité limite, etc
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Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

1) Réponses temporelles de systémes élémentaires

- Dans le cours 1, nous avons abordé comment une fonction de transfert était définie,
régissant le comportement des processus continus lin€aires entre la sortie et I’entrée d’un
systeme.

- Une fonction de transfert, représente une équation différentielle d’ordre n entre la sortie
et la sollicitation d’entrée d’un systeme ramené dans le domaine fréquentiel

= Nous allons montrer comment déterminer explicitement la sortie dans le domaine
frequentiel pour différentes sollicitations couramment utilisées en entrée, puis en déduire
son expression dans le domaine temporel.

1.1 Fonction de transfert du premier ordre
Fonction de transfert d’un intégrateur pur:

Y 1

Hp=—B-1 @

Ulp) »p
L’¢équation différentielle régissant le comportement de cette fonction de transfert est
donnée par: _

y=u (8)
Le schéma bloc équivalent est donné par:

Ulp) —— 1l/p ——— Y(p)
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Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

a) Reéponse sans entrée u
S1 u(t) est nulle alors la sortie vaut:

t
[ 70t =0 y(1) = y(1,), Vi 21, 9)
L

b) Réponse avec entrée u

En cas de présence d’entrée, on a alors:

1 (10)
Y(p)= ;U (»)
La sortie peut alors se déduire de:
1
y(O) =LY (p)f=<"1=U(p) £
p (11)
Suivant les signaux d’entrée considéres, une expression temporelle de la sortie pourra €tre

déduite.

Les théorémes de la valeur initiale et finale permettront de déterminer les valeurs
initiales et finales de la grandeur physique de sortie du systéme.
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Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

Réponse impulsionnelle (suite a une entrée de type Dirac):

u(t) = ad(t), (0°) = y,—15U(p)=a

En appliquant le théoréme de la dérivee (4) sur (8), on a

pY(p)—y(0")=U(p)=a

En appliquant I’inverse de la transformée de Laplace, d’apres les tables, on a:

() =[1{3}+[1{y(0+)}
p p

=(a+y,)0(0) (12)
Remarque: 1l y a superposition de I’influence de la condition initiale a celle de I’entree.
Une entrée impulsionnelle traduit donc un changement de condition initiale sur un
intégrateur.

Réponse indicielle (suite a une entrée de type échelon):

u(t)=al'(¢), y(07) =y, 1—{}>U(p) ARG
pP

En appliquant le théoréme de la dérivee (4) sur (8), on a

pY(p)-y(0)=U(p)=—=
p 92



Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

En appliquant I’inverse de la transformée de Laplace, d’apres les tables, on a:

y(t)z[l{iz}+[1{y(o+)}
p P

= (at + y,)L(?) (13)

Réponse suite a une entrée de type rampe:

u(t) = at, y(0°) = y,— 5 U(p) = —
P

2

En appliquant le théoréme de la dérivee (4) sur (8), on a

pY(p)—y(0)=U(p) = pi

En appliquant I’inverse de la transformée de Laplace, d’apres les tables, on a:

o {%}+ o {y(oz*)}
P p

= [a g + yotjl“(t) (14)
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Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

Fonction de transfert du premier ordre:

Y 1
H(p)=—2) - (15)
Ulp) 1+
a) Reéponse sans entrée u
L’équation differentielle associee a (15) est donnée comme suit:
dy(t) N (16)
T +y(t)=0
(16) admet comme solution
t
y(t)ze TyO,VtZO (17)

b) Réponse avec entrée u
Réponse impulsionnelle

u(t) = as(t), W(0°) = y,—>U(p)=a
En appliquant le théoréme de la dérivee (4) sur (16), on a

f(pY(p)—y(O*))+ Y(p)=U(p)=a

En appliquant I’inverse de la transformée de Laplace, d’apres les tables, on a:

4 a 1 (07)
y(t)_[{lﬂp}“r{lﬂp} &




Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

On en déduit alors:

t

. _t
H=|—+v0") e ,t=>0
y(0) (T ¥( )j (18)
La réponse y(t) prend la valeur (ﬁ + (07 )j et s’amortit exponentiellement avec le temps.
T

Tracé: a=7=1,y(0")=1

2

1.8

16

14

C
N

Amplitude de y
© o o
= D o -

=
N

o

Temps en seconde
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Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

Réponse indicielle:

u(t) = al'(¢), y(0") = y,—2 s U(p) =2
p

En appliquant le théoréme de la dérivee (4) sur (16), on a

(pY (p)— y(0))+Y(p)=U(p) = %

En appliquant I’inverse de la transformée de Laplace, d’apres les tables, on a:

s a 1 W(O+)
o< {p(1+zp)}+[{1+zp}

3N

=19 a—l/T L+ () >

:a(l—e Tj+y(0+)e g (19)
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Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

Tracé: a=7=1y(0")=0

1

09

Amplitude de y
© o o o o o
w = w D ~ co

o
N

0.1

Temps en seconde

Réponse a une rampe:

u(t) = at, y(0*) = y,—UU(p) ==

2
En appliquant le théoréme de la dérivee (4) sur (16), on a

o(pY(p) = y(0)+ Y(p) =U(p) = pi
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Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

En appliquant I’inverse de la transforméee de Laplace, d’apres les tables, on a:

1
:[1 o S [1< O+ e el
y(t) {ap2(1+2p)}+ Zy( )p(p_i_lj

U _t
=at—ar[1—e fj [l—e Tj

t

=at+(zy(07) — ar)[l - er} Vi=0 (20)

V

Fonction de transfert du premier ordre:

Y _ 1 (21)
2402 U(p) l-p

Par un raisonnement analogue a celui qui a été realisé précédemment, on peut déterminer
les réponses aux signaux d’entrée classiques utilis€s en automatique
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Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

L’¢quation différentielle régissant le comportement de cette fonction de transfert est
donnée par: Ay _ &

dt (22)
avec 7 la constante de temps.

a) Réponse sans entrée u
(22) admet comme solution

t

y(t) = e+fy0, vVt>0 (23)
La solution est instable, puisque y(t) diverge exponentiellement.

b) Reéponse avec entrée u
Réponse impulsionnelle
Par un raisonnement analogue a la partie précédente, on pourra montrer que:

t

(1) = (g + y(0+))e+7, £>0 (24)
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Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

Réponse indicielle:
Par un raisonnement analogue a la partie précédente, on pourra montrer que:

y(t>=a(1—e+5j+y<o+>ei (25)

La solution diverge ¢galement au cours du temps...

1.2 Filtre du second ordre:

Y(p) 1

_ 2
u(p) 1+2§p+p2
0, @,

n

(26)

ou ®, estla pulsation naturelle du systéme et &est le coefficient d’amortissement.

On fait I’hypothese que ‘5‘ <1, systéme a caractéristique oscillante, sinon la fonction de
transfert pourrait se décomposer en deux ¢léments du premier ordre et on serait donc
ramene a traiter les cas des parties précédentes.

L’équation différentielle associce a (26) est donnée par:

00 0 N
v+2ewy+wy=wu 27) -



Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

a) Reéponse sans entrée u
Dans le cours, nous avons montré que pour ¥(0) = y,, ¥(0) = y,, la solution y(#) est

donnée par

y(t) = Ce sin(a)pt + (p) (28)
Ou y, = Csin(p), y, = C(— Eo, sin(p) + o, cos((o)) et o, = w,/1- =
= £ > (0 Sinusoidale amortie par une exponentielle
= § = () Sinusoidale juste entretenue
= & < ( Sinusoidale divergente
Ex: @, =1,y(07)=1,»(07) =1
Réponse temporelle du 2nd ordre soumis aux conditions initiales
B [ mm e e e e e e ]
4 A MR DI SRR SN I -
5
0 |
| T N 032
xi=0
: : : : xi=-0.2
_40 2 4 6 8 10
101
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Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

b) Réponse avec entrée u

Réponse impulsionnelle:

En I’absence de conditions initiales et pour u(z) = 5(¢) , la dérivée y(0") prend
instantanément une valeur initiale 1 et y(¢) évolue comme dans le cas sans entrée. Dans le
cas de présence de conditions initiales et pour u(¢) =0(¢) , la dérivée y(0")prend
instantanément une valeur initiale 1 + la valeur de la condition initiale précédente, ¥(0")
prend la valeur de la condition initiale et y(#) évolue comme dans le cas sans entrée.

Réponse indicielle: A U

U

Dans le cas d’absence de conditions 1nitiales et pour u(¢)=al'(¢), on admettra a ce stade
qu’a partir des tables de Laplace, on a:

@O ;.
y(t) =a—a—e " sin(at + @)
a)p

Ou ¢ = Arccos(é)
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Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

Réponse temporelle du 2nd ordre soumis a un échelon en entrée
T T T

1.4 1
ymax xi=0.7 i
i 5 04| Dépassements ik
/ g2
Voo Dk% =€ i
1 avec
> D, s _
§0.8 ------------------------------------------------------- Dl%zlooymax (yoo yO)
é ) NSNS 7. VAN DO NS SO S Yo = yO
<
I N /0 N s S S N Pseudo-période
7 I — SR S S - 2m
J | | é T = 2
. 5 s s | Wpy/1—E
0 "o 10

Temps en seconde

- Toutes les courbes ont une tangente a 1’origine traduisant la caractéristique d’un systeme
du second ordre.
- On appelle dépassement le rapport (exprime en %) entre la valeur transitoire maximale
atteinte par le signal et le niveau du signal en régime permanent
- Remarque: On peut toujours utiliser le théoréme de la valeur finale et de la valeur initiale
pour déterminer y(0")et y(o0).
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Réponses temporelles de systemes ¢lémentaires

Le paramétre & se détermine en utilisant I’abaque ci-dessous.

D%

100 e H () K
—— 11 p) = —
~{ = P p
=4+ 286—+1
50 ™ \\ D, w3 an
D,
En utilisant la valeur de &
4 > trouvée et la mesure de la
10 Ds A\ \3 : peudo-période 7, , w, se
\\ \ \\ \\ \\ déduit de la relation
N AN \
VN \ \ 7
T s 2

o Wn 1_22

0,01 0,1 0,2 0,5 0,7
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Réponses temporelles de systemes d’ordre quelconque

La détermination de la réponse temporelle d’un systeéme d’ordre fini quelconque, a partir de
sa fonction de transfert, est en géneral réalisé€ a partir des outils de la transformée de Laplace.

En effet, cela correspond a résoudre 1’équation différentielle d’ordre quelconque sous jacente
a la fonction de transfert.

Dans un premier temps, nous montrerons :
- qu’il est trop complexe de vouloir réaliser une résolution explicite par une meéthode directe

- qu’il est vivement recommand¢ de procéder a une résolution explicite indirecte

2) Méthodologie de résolution explicite d’équation différentielle d’ordre fini
a) Obtention de la fonction de transfert + remplacement du signal d’entrée en TL
b) Décomposition en éléments simples

¢) Solution explicite par calcul de la transformée inverse de Laplace
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Résolution explicite d’équation différentielle

Pourquoi il faut éviter la résolution directe? On cherche 1’expression s(t)=...

Si I’on prend de nouveau le cas d’une équation différentielle générale:

du(t) +...+a ) bys(t) + b, =) d:lfngt) ,n<m (13)

d +...+b
dont la fonction de transfert, en supposant les conditions initiales nulles, est donnée par

m

a,u(t)+a,

dt dt"

H(p)= 5((]9) _ a4 +a1p+...+anp’:
p) b+bp+..+bp (14)

La solution de 1’équation différentielle dans le domaine de Laplace correspond a

a,+a,p+..+a,p" 15
S(p)="— -U( =)
by+bp+..+b,p
ou U (p) est remplace par son expression €quivalente suivant le signal d’entrée considére,

par exemple une impulsion, un €chelon, une rampe, etc

p)

La solution 1’¢quation différentielle dans le domaine temporel serait déduite par:
Jda,+ap+..+a p"
s(t)=z’{ o e U(p)}
by+bp+..+b p

Cette approche directe est difficilement utilisable sauf dans des cas simples. Il faudra plutot
conseiller une décomposition en ¢léments simples de (15) afin d’éviter d’avoir a calculer
littéralement une fonction de Laplace inverse. 106




Résolution explicite d’équation différentielle

Méethodologie de résolution par décomposition en €léments simples:

(15) peut étre réecrit comme suit:

S(p)= tap+..te,p .
d,+dp+..+d p" idipi &)

Le polyndme présent au dénominateur de (17) possede m racines (€ventuellement
multiples) notées p1 d’ordre de multiplicité mi, p2 d’ordre de multiplicité mo,..., pr d’ordre
de multiplicité mr avec mi+ m2+...+ m=m. On peut alors €crire (17) comme étant:

ancip,-
S(p)=—"= (18)
g(p_pi)mi

En décomposant (18) par rapport a chacun des termes du dénominateur, on obtient:

E+ZZ (19)

zlkl(p pl

Ou E="» i n= - 4 (p—p)s(p)]
_d ik (ml.—k)! dpm,.—k PP P 107
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Résolution explicite d’équation différentielle

Ex. de la décomposition en éléments simples:

Exemple 1: G(p):p2+2p+2: p+2p+2
p +2p+3 (p+D(p+2)
gy Su . o
p+l p+2
I L VI )
p+1l p+2
Ou
(-1D)*+2(-1)+2
e, = +1)G = =1
11 [(p ) (p)]p——l 2(_1+2)
(—2)" +2(-2)+2
e, =|(p+2)G i =-2
1 =P +2)G(p)], 2D
donc G(p)=1+ I 2
p+1l p+2

Remarque: Une autre meéthode de deécomposition en ¢léments par identification est
¢galement utilisable et sera présentée sur un autre exemple.
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Résolution explicite d’équation différentielle

Exemple 2: Soit un systeme régi par une equation différentielle d’ordre 2:

d’s ds
—+3—+2s=e(t
dt*  dt =y,

ou e(?) =t et les conditions initiales sont supposées nulles.

Apres application de la propriéte de la dérivée de la transformation de Laplace, on obtient
la fonction de transfert suivante:

_S(p) _ 1
H(p)_E(p)_p2+3p+2
Donc
1 1 1
S(p) = E(p) =
) p°+3p+2 2 (p+D)(p+2) p’

En procédant a une décomposition en €léments simples, on a:

1 Ap+B C D
- ==+ +
p(p+t)(p+2) p p+tl p+2
_(Ap+B)(p+1D)(p+2)+Cp*(p+2)+Dp*(p+1)

P (p+D)(p+2) 109

S(p)=




Résolution explicite d’équation différentielle

En développant, on obtient:
(A+C+D)p’ +(B3A+B+2C+D)p° +(2A+3B)p+2B
p (p+1)(p+2)

S(p)=

Par 1dentification a I’équation de départ, on peut en déduire que:

-

A+C+D=0 (C+D=3/4 [ C=1
34+ B+2C+D =0 2C+D=7/4 D=-1/4
24+3B=0 | A=-3/4 \4=-3/4
2B=1 | B=1/2 | B=1/2

"

Finalement, on obtient la décomposition en ¢léments simples suivantes:
—(3/4)p+1/2 1 —1/4
S(py="CrR¥Z, 1,
p p+1l p+2
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Résolution explicite d’équation différentielle

Transformée inverse de Laplace

- Pour obtenir la solution dans le domaine temporel, il est nécessaire de calculer la
transformée inverse de Laplace sur la décomposition en ¢léments simples précédente.

- La table des transformées de Laplace peut étre utilisée pour faciliter I’obtention de
I’expression dans le domaine temporel, solution de 1’équation différentielle.

Calculons la transformeée inverse de Laplace de (19)

s()=£7G(p) }=< {E+ZZ }

i (D~ H

i {ZZ@ ) } g ZZ(/« kl)'klpt (20)

i=1 k=1 i=1 k=1

- Reprenons les deux exemples précedents pour illustrer:

Exemple 1 (suite):

o))t

p+l p+2

caref el

=0(t)+ (e =2e " u(t)
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Résolution explicite d’équation différentielle

Exemple 2 (suite):

NOEPAES 5 + 1 + L e }

:["<—i 1+ 27 12 +‘4/"L +["_¥
. 4p 2p p+1 4(p+2)

Remarques : La transformée de Laplace permet :

- de traduire un probleme de résolution d’équation différentielle linéaire d’ordre n du
domaine temporel dans le domaine fréquentiel.

- de decomposer dans le domaine fréquentiel les constituantes de [’equation différentielle
linéaire d’ordre n en une somme de composantes élémentaires d ordre plus faible.

La transformée inverse de Laplace permet de donner la solution explicite de [’equation
differentielle d’ordre n dans le domaine temporel comme une somme de termes
elémentaires, ici de la décomposition précédemment établie.

=> Qutil puissant pour la résolution d’équation différentielle linéaire d’ordre fini 112



Notion de stabilité

La stabilit¢ de systeme est une notion clé dans le domaine de I’automatique, notamment
dans la conception d’asservissement de processus.

3. Définition de la stabilité

Fig.1 Représentation d’un systéme entrée/sortie

D’une fagon tres générale, on peut définir qu’un systéme est stable si tout signal d’entrée
borne¢ produit un signal de sortie borné.

Stabilité entrée-sortie: un systéme lin¢aire est dit stable si et seulement si il existe
M>0 tel que dans le cas ou un systeme est soumis a ces conditions initiales, on a:

sup‘ y(t)‘ <M sup‘u(t)‘
>0 >0

Dans le cas ou u=0, un systeme linéaire est dit stable si et seulement si quelle que soit
la valeur des conditions initiales, on a:



Notion de stabilité

Peut-on lier la propriéte de stabilite d’un systeme F(p) a partir de la caractérisation des
valeurs des poles d’une fonction de transfert?

3.1 Stabilité des systemes et poles des fonctions de transfert
On suppose connaitre 1’équation différentielle régissant le systeme F(p) de la fig.1:

du(t)+ N nd"u() by () + b, J/() +bmde’(t),n£m (1)

£)+ .
au(t) + a, dt dt" dt dr”

La fonction de transfert associée est donnée par:

Y(p) a,+a,p+..+a,p"
F = — n
(p) U(p) by+bp+..+b, p" (2)

Le régime libre de (2) est donn€ en résolvant 1’€quation caractéristique suivante:

by+bp+..+b p" =0
0 lp mp (3)
S1 on dénomme P, P> P, les racines complexes de (3), en supposant qu’elles
ne soient pas multiples, alors on peut €crire:

by+bp+..+b,p" =k(p=p)(p—p.)-(P-p,) )

En considérant une sollicitation de type échelon unitaire pour U(p) dans (2), a partir de

(4), on peut €crire la relation suivante: b



Notion de stabilité

Y(p)= a,+a,p+..+a,p" 1 (5)
k(p—p)p—=py)-(P=P,) P

Apres décomposition en ¢léments simples, on a:

s C c

Y(p)——+ Lo (6)
P PP P~ Pn
En procédant a la transformeée inverse de Laplace de (6) et a partir des tables, on obtient:
(1) = (Co +ee+..+ cme”"”)u(t) 7
— ch.ep"tu(t)
i=l1

Pour que ¥(?) ne diverge pas et soit donc stable asymptotiquement, il est nécessaire que
toutes les termes en exponentiels soients a parties réelles négatives.

Dans le cas de racines d’ordre de multiplicité r, associ€s alors les solutions sont données
par

WH=3 Y C, e us) ®)

i=1 j=1
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Notion de stabilité

Par conséquent, un systéeme est dit stable si toutes les racines de I’équation

caractéristique associée a (3) sont a parties réelles strictement négativesRe(p,)< 0,
Vi

3.2 Stabilité des systémes asservis

U(p) )P T ep ) Y(p)

CR(p) |[<—

Fig. 2 Représentation d’un asservissement

La fonction de transfert de la boucle fermée de la fig.2 est donnée par:

Y(p) _ CD(p)
U(p) 1+CD(p)CR(p)

FT ge(p) =

Un systeme asservi est dit stable si et seulement si tous les poles de sa fonction de
transfert en boucle fermée sont a parties réelles strictement négatives.
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Notion de stabilité

4) Etude des différents cas donnant la stabilité/instabilité

On peut distinguer plusieurs cas qui peuvent se présenter dans I’analyse de stabilité:
a) Pole unique placé a l’origine p; =0

S1 une fonction de transfert en boucle fermee a un pdle uniquement placé a 1’origine
p, =0, on a alors a partir de (7) la réponse libre y(7) = 113.} Ce” =C,

= Le systéme est dit a stabilité marginale

Im Y
—
¢ Re 4
Poles Réponse libre
b) Péles purement imaginaires D; = J@,,Pi1 = ~J @,
Si la fonction de transfert posséde deux poles purement imaginaires p; = j@;, iy = —J &,
alors la réponse libre y(t) = Ce’” +C, e’ =C, sin(wf + ¢)
Im

| . A A
+ e VV VT

Poles

Réponse libre S



Notion de stabilité

= Le systéeme est dit a stabilité marginale

c) Poles multiples placés a I’origine

S1 une fonction de transfert en boucle fermee a plusieurs poles placés a I’origine, on a
alors a partir de (7), on peut dire que la réponse libre y(7) = th te” =+

= Le systéme est dit instable

Im B
— /
¢ Re 4
Poles Réponse libre

d) Poles complexes a parties réelles négatives
Si la fonction de transfert posséde n pdles complexes a parties réelles négatives p; = —0; + j@,
alors la réponse libre y(¢) = th e e/ -0,
= Le systéme est dit asymptothuement stable
Im Y

[
— \
t

Poles Réponse libre
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Notion de stabilité

e) Poles complexes dont au moins un pole est a partie réelle positive

S1 la fonction de transfert possede n poles complexes dont au moins un pdle est a partie
réelle positive alors la réponse libre y(¢) = lim C.e”e’™ — .

= Le systéme est dit instable 26

Im Y

Re t

Poles Réponse libre

f) Synthese du placement des poles sur la caractéristique des réponses impulsionnelles
Se réferer a la figure 3.
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Notion de stabilité

Im(s)

- e " — »* Re (3)

\, N

)

Fig.3: Influence du placement des poles sur la caractéristique des réponses impulsionnelles 120



Auto-évaluation Cours 3

Mes compétences a I’issue du Cours 3:

Etre capable de:

- Déterminer les réponses temporelles ¢lémentaires des systeémes du premier ordre et du
deuxieme ordre avec leurs caracteristiques pour différents types de signaux d’entrées

- Résoudre explicitement une ¢€quation différentielle d’ordre fini a partir de la
meéthodologie proposée (basee sur la décomposition en ¢léments simples)

- Définir la notion de stabilité

- Calculer les poles d’une fonction de transfert et déterminer le type de stabilité/instabilité
- Définir les principaux théoremes relatifs a la stabilite, a la stabilité limite, etc
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Cours 4 : Identification des
systemes dynamiques
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Introduction

Les objectifs de ce cours sont:
- Définir la notion d’identification de systeme
- Introduire des méthodes d’identification temporelle de systemes
* du premier ordre avec et sans retard
* du second ordre
- Introduire des méthodes d’identification des systémes du premier et second ordre a partir
de réponses fréquentielles.
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Notion d’identification de systéemes

1) Terminologie

Afin d’€tre en mesure de proceder a la régulation d’un systeme, nous avons vu dans les
chapitres préceédents qu’il était nécessaire d’avoir un modele de connaissance/de
représentation décrivant le comportement du systeme.

Identifier un systeme consiste a déterminer, a partir des connaissances et des mesures
disponibles sur un systeme, les relations de cause a effet qui relient les grandeurs d’entrées
et de sorties de ce systeme.

Plusieurs approches peuvent exister afin d’obtenir le modele du systeme qui relient les
entrées et les sorties:

-Approche théorique: modele de connaissance a priori d’un systeme bas€¢ sur les
connaissances phénoménologiques de ce dernier.

-Approche expérimentale: modele de représentation base sur des modeles de type boite
noire ou I’on a seulement la connaissance de I’entrée et de la sortie du systéme, on
cherche a reconstruire le mod¢le reliant le lien entre des entrées et des sorties données.

En régle générale, on a une vision combinée de ces deux approches pour 1’identification
de systemes, on considere alors un modele de type boite grise.
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Notion d’identification de systéemes

=> [dentification de systemes: A pour objectif la détermination des parametres du modele,
a partir de la connaissance experimentale des entrées/sorties.

Qu’appelle t-on un modele?

Un modele est une représentation mathématique d’un processus réel, au travers de ces
manifestations réelles (entrées/sorties).

Identifier un systéme, c’est lui donner une représentation mathématique approximative la
plus proche possible de la réalité.

2) L’identification des systémes

Le processus d’identification

- Est un processus itératif jusqu’a validation du modele obtenu pour un objectif donne
- Nécessite une connaissance a priori pour le choix du modele

- Est bas¢ sur des expérimentations (nécessite des donnees) entrées/sorties

Il est résumé dans le schéma donné¢ ci1 apres.
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Notion d’identification de systéemes

Expérimentation:
Connaissances a priori
Entrée/Sortie
Identification paramétrique Choix d’un modéle
du modele de connaissance

Criteres de performances

associées au modele

non

Validation du modele?

oui

Utilisation du modele

pour Pobjectif fixé

Fig.1 Processus d’identification
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Notion d’identification de systéemes

Deux repreésentations peuvent €tre utilisées pour 1’identification des systemes:

- Représentation parameétrique: 1l s’agit d’une représentation bas€e sur un nombre de
coefficients finis d’'un modele (€quation différentielle, fonction de transfert, etc) a
identifier, a partir de la connaissance des signaux d’entrée/sorties.

- Représentation non parametrique: 1l s’agit d’une représentation d’un modele de
comportement de systeme obtenue a 1’aide de I’analyse fréquentielle, notamment au
travers de représentation fréquentielle (Bode, Black Nichols...)

3) Methodologie d’identification de systeme basée sur D’interprétation de réponses
temporelles
On considere les réponses indicielles (a un €échelon en entrée) des systeémes considérés.

3.1 Systémes du premier ordre

a) Fonction de transfert du type
Y(p) _ K

Ulp) 1+
La réponse indicielle obtenue est alors donnée par:

y(1) = K(l —e;j (1)
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Identification des systémes du premier ordre

La representation temporelle est alors donnée par:

y=f(t)

___________________________________________________________________________________

0.63K ; — ................. — — — K Ye= Vo
R e e e e u, —u,

-----------------------------------------------------------------------------------

Amplitude de y

/ H .
VSN SO USSR U RN USSR RUOR SIS YUU SR U USRI NSRRI

i i
3T AT 5T
Temps en seconde

Le gain statique K représente la valeur en régime permanent obtenue
La constante de temps 7 est ’intersection entre la courbe de tangente a 1’origine et I’axe

des abscisses, soit environ le temps mis pour atteindre 63% de la valeur finale

: Y(p) _ _Kp
b) Fonction de transfert du type =
Ulp) 1+

La réponse indicielle obtenue est alors donnée par:
t

y()=Ke (2) 128



Identification des systémes du premier ordre

La representation temporelle est alors donnée par:

y=f(t)
g [\ _— . —_— K=F2"Yo
g |\ i L o ] u —u
: ! ; i 0
037K = —— s | =
0 T 2T 3T AT 50

Temps en seconde

Le gain statique K est déterminé par 1’abscisse a 1’origine.
La constante de temps 7 est ’intersection entre la courbe de tangente a 1’origine et I’axe

des abscisses, soit environ le temps mis pour atteindre 37% de la valeur finale
Y(p) Ke™'P
Ulp) 1+1p

La réponse indicielle obtenue est alors donnée par:

¢) Fonction de transfert du type

t-T

y(t) = K(l —e T (3) 129



Identification des systémes du premier ordre

La representation temporelle est alors donnée par:

K_yoo_yo
u _MO

0.63K

Amplitude

o T T+r
3.2 Systémes du deuxiéme ordre (};(p ) - > £ 2
o, @,

a) Systéme pseudo périodique

Les parametres les plus importants a identifier sont:
-Le facteur d’amortissement &

-La pulsation propre non amortie @,

-Le gain statique K
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Identification des systémes du second ordre

La representation temporelle est alors donnée par:

A u(®)
Uy
g
%-
£
<
Up —m+--------¥Y---
t
OLr ir i r r r i r r r r r C
0 2 o 4 6 g8 10 12 14 16 18 20
. . temps (s) . .
Gain Pseudo-période Temps de premier Amplitude de premier
dépassement dépassement
yoo B yO 272- T - e
D T, = : e
u, —u, a W A1 - & W A1- &2 D, % =100e
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Identification des systémes du second ordre

Amortissement Pulsation Amplitude des
5 dépassement
In(D,) P \/ 1+ (hl(Dl)j &k
T /
f 2 = a)n - Dk %=e 1_52

? 1
oo
T

b) Systémes apériodiques

L’1dentification est réalisée a partir de la méthode du point d’inflexion. On a montre dans
le cours 1 dans le cas ou & > 1, la réponse temporelle y(t) est la somme de deux réponses
du premier ordre. On cherche ici les deux constantes 7, et 7,.

La réponse indicielle est alors donnée par:

y(t)zK[l— B eny D e”] 4)

L -7 =7,

On cherche alors a déterminer les constantes de temps 7, et 7, , a partir du point
d’inflexion. Pour faciliter la clarté de la présentation, on considérera K =1.
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Identification des systémes du second ordre

1

d H H H H H H H H
l/ . T S L LR R T A B T LT TTY PR
J

' ' ' ' ' ' ' ' '

i : : : i i i i i
0 fi L

En dérivant (4), on obtient alors:

t t
() = ! e " — ! e " (5)
dt 1,—-1, 7 =7,
En dérivant (5), on obtient également:
d’y(1) 1 o N
=— e '+ e’ (6)
dr’ 2'1(2'1 _Tz) 2'2(2'1 _Tz)
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Identification des systémes du second ordre

d’ (1)

dt

o AT O
o+, 1, (7)

T .
En remplagant (7) dans (4) et en posant x = —, on peut alors écrire que:
5}

L’inflexion se produit lorsque = (), on peut alors en déduire que:

X

yizl—xg(l+x) (8)

V; est releve directement sur la courbe de réponse indicielle et pour déterminer x , on
utilise la courbe ci-dessous basee sur (8)

03 ! T T

o H i H i H H i i i
©o o1 02 03 04 05 06 07 08 08 1 134



Identification des systémes du second ordre

Une fois que x a été détermince, on peut en déduire 7, en mesurant la pente de la tangente
au point d’inflexion sur la réponse indicielle. L’expression de la pente est alors donnée
comme suit: 1 x

7 = e (9)

()
dt ).,

Puis, on peut en déduire 7, au travers de 1’expression:

G =08 (10)
Par conséquent, on peut ecrire la fonction de transfert comme ¢€tant:
Y(p) 1 1
- 11
U(p) (1+71p) (1+sz) ()

Le méme raisonnement peut étre étendu pour le cas ou K # 1.

4. Mc¢éthodologie d’identification de systeme basée sur [’interprétation de réponses
fréquentielles

A partir des tracés des diagrammes de Bode, il est possible de réaliser 1’identification des
parametres du modele d’un systéme
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Identification des systémes du second ordre

4.1 Systeme du premier ordre
a) Fonction de transfert: Y(p) K
U(p) (+)
A partir de la représentation du diagramme de Bode ci-dessous, on peut obtenir le modele
parameétrique associe.

Bode Diagram

G, =20log(K)

Magnitude (dB)

Phase (deg)

—-90°

Frequency (rad/s)

Les paramétres du modeles sont déduits en calculant K =102 et 7.
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Identification des systémes du second ordre

Y(p) . K(
U(p)
A partir de la représentation du diagramme de Bode ci-dessous, on peut obtenir le modele

b) Fonction de transfert: 1+ )

parameétrique associe.
Bode Diagram

Magnitude (dB)

G, =20log(K)

\O
Phase (deg) OO

Frequency (rad/s)

Les paramétres du modéle sont déduits en calculant K =102et 7
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Identification des systémes du second ordre

4.2 Systeme du deuxieme ordre

Fonction de transfert: f(p)=

A partir de la représentation du diagramme de Bode ci-dessous, on peut obtenir le modele

parameétrique associe.

Y(p) _ K
Uip) 1+2§p+p2

Diagrammes de Bode pour différents valeurs de z

G

™ T TTYT ~T ) Suliat aied il e B I | T T Y YT

G, =20log(K)

Magnitude (dB

HE | HE R S S R | HE S A R |

Phase (deg)

—180¢

T T TTT

Frequency (rad/s)
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Identification des systémes du second ordre

On a alors plusieurs cas possibles:

- 0<£<0.7 présence de deux poles complexes conjugués
- Argument relatif a la pulsation propre: arg(H(jw,)) =-90°

- Module relatif a la pulsation propre: .
PESEORPORE H (jw,)

B 26
- Maximum d’amplitude pour @, = @, +/1-2¢& X
- Amplitude maximum donnée par 4 = ———
2E1-¢
& s Qan
z¥ 3
» 20108 —\
e [ ‘\
» N '0%./
- N
Wy Wy
: TSN
=
. e LSO N
i N
120 2
e [ N
\~~~~\\' e —

Fig.2 Diagramme de Bode du 2" ordre pour deux racines complexes 139



Identification des systémes du second ordre

Gus
Les parametres peuvent alors étre déterminés comme suit K =102, on lit la phase

correspondant a la valeur relative en -90°, et le coefficient d’amortissement a la
pulsation se déduit par %

§ - GdB

D0

- 0.7< ¢ <1: Le cas est identique au précédent mais ne présente pas de maximum, mais
les relations précédentes restent vraies.
- £>1 : La fonction de transfert peut alors se décomposer en un produit de deux
fonctions de transfert du premier ordre en cascade

_Y(p) K
) =5 T+ ToXi+ Tp)

: o ) 1 1
Les deux pulsations de coupure associces a H(p) sont données en @, =— et en o, = o
avec o, < o, . La pulsation propre est alors définie par o, = yo, . : g

[’argument a la pulsation propre est alors donné par arg(H(jw,)) =-90°

K

25

Le module a la pulsation propre est donné par |H(jw,)
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Identification des systémes du second ordre

2008
.._:gt -1 1111
; e USRS
: al ,(](z(_. .
NG
NG
N2,
N7
%,
Y
1 1 \

()|—| Wy = !,, (|)2—|

0 ol v
\
[—
\\N
NS
™
U
N
NN
— 01
.....

Fig.3 Diagramme de Bode du 2™ ordre pour deux racines réelles
L’1dentification paramétrique est alors déduite en déterminant X,7;,T,.

- ¢=1:La fonction de transfert peut alors se décomposer en un produit de deux fonctions
de transfert du premier ordre identique.

Hpy =D -~

U(p) (1+1Ip) 141




Identification des systémes du second ordre

On déduit la pulsation de coupure o, = L , a partir de laquelle on retrouvera une pente de
-40dB/dec, correspondant également a 1’argument de -90°.

an

[__20:1dgK BEIT
Z|dB— F~—bd | L 208
. -
NN
NI,
N
| 2w ~
We
0 e— -
e~
453,14
L1 iR
NN
\\
1o U

Figure: Diagramme de Bode du 2" ordre pour une racine réelle double

L’1dentification du systeme équivalent est alors déduit a partir de la lecture du diagramme
de Bode, en déduisant la valeur de K, 7.
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Auto-évaluation Cours 4

Mes compétences a I’issue du Cours 4:
- Définir la notion d’identification de systeme
- Identifier les parametres a partir de sa réponse indicielle d’un systeme
* du premier ordre avec et sans retard
* du second ordre
- Identifier les parametres d’un systeme du premier et du second ordre, a partir de
réponses fréquentielles.
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