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Introduction aux systèmes de commande

1) Terminologie
1.1 Signaux et perturbations

On appelle signal d’entrée l’excitation ou stimulus appliqué au système de commande à partir
d’une source d’énergie extérieure, afin de provoquer une réponse spécifique.

On appelle signal de sortie la réponse effective obtenue à partir d’un système de commande.

Une perturbation est une grandeur d’entrée autre que le signal d’entrée provoquant un effet
non désiré sur le système. Elle peut être mesurable ou non, stochastique (faisant intervenir les
lois du hasard) ou déterministe (parfaitement connue).

Un système de commande est un ensemble de constituants branchés ou reliés les uns aux
autres de telle sorte qu’il puisse se commander ou commander un autre système.
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Introduction aux systèmes de commande

1.2 Classification des systèmes de commande
Les systèmes de commande sont divisés en deux catégories:
- En boucle ouverte
- En boucle fermée

Un système de commande en boucle ouverte est un système où le signal de commande
est indépendant de la sortie.
Un système de commande en boucle fermée est un système où le signal de commande
dépend directement ou indirectement du signal de sortie

Ex. de la douche à commande manuelle: la température de l’eau comme signal de sortie
et l’angle d’ouverture du mitigeur chaud/froid comme signal d’entrée

- Si le réglage de la température d’entrée est fixé à priori, alors la personne
prenant sa douche n’a pas d’information sur la température et ne peut pas
agir sur le mitigeur => commande en boucle ouverte

- Si le réglage de la température est réglable, alors la personne
prenant sa douche a une information directe sur la température et peut agir
sur le mitigeur en fonction de l’écart entre la température attendue et
la température ressentie => commande en boucle fermée 6



Introduction aux systèmes de commande

1.3 Notion d’asservissement
On définit la notion d’asservissement d’une grandeur physique y à une grandeur de
consigne u lorsqu’on force par un dispositif particulier la grandeur y à suivre au mieux
l’évolution de la grandeur physique u.

Lorsque la consigne est constante, on est dans le cas d’une régulation (ex: régulation
vitesse dans une voiture).
Si la consigne est variable, on est dans le cas d’une poursuite (ex: missile sur une cible
en déplacement).

1.4 Autres définitions
Un système possède un retard pur τ si le signal de sortie y(t) est décalé de τ par rapport
au signal d’entrée, soit y(t)= u(t- τ).
Ex. de la douche: l’eau des tuyauteries est froide et nécessite un certain temps de parcours entre le
chauffe eau et la douche, ce temps est considéré comme un retard pur.

Un signal de sortie admet un dépassement (en %) si la réponse du système y(t) sort de l’intervalle
[y(0) yf], où y(0) correspond à la valeur initiale de la sortie et yf correspond à la valeur finale
attendue.
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Introduction aux systèmes de commande

Réponse de la température d’une douche suite à l’ouverture du mitigeur d’entrée:

Fig 1: Evolution de la température de la douche en fonction du temps

8

Retard pur RT

Perturbation

1er dépassement

2ème dépassement



Les modèles en vue de l’étude de systèmes de commande

3) Les modèles des systèmes dynamiques
Un modèle permet d’avoir la connaissance du comportement d’un système
dynamique. Il intègre la description de la structure d’un système et de ses constituants. Il
existe plusieurs types de représentations sous forme:
- De modèles mathématiques (équations différentielles)
- De schémas fonctionnels (représentations graphiques du comportement des systèmes)

Ces modèles sont fondés sur des hypothèses simplifiées de la réalité.

Leurs résolutions mathématiques permettent d’obtenir la trajectoire du système qui
caractérise le comportement de ce dernier au cours du temps.
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Les modèles en vue de l’étude de systèmes de commande

3.1 Les schémas fonctionnels
Un schéma fonctionnel est une représentation graphique des relations de cause à effet
entre un signal de sortie et un signal d’entrée d’un système.

Fig 2. Schéma fonctionnel avec un seul élément

Remarque: Les flèches indiquent le sens dans lequel l’information ou le signal se
transmettent (causalité).

Des opérateurs algébriques sont utilisés dans ces représentations portant le signe + et -. Un
élément appelé comparateur permet de relier l’opération algébrique de deux signaux. Le
signal de sortie est ainsi constitué de la somme algébrique des signaux d’entrée.

Fig. 3 Schéma fonctionnel de comparateur
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Les modèles en vue de l’étude de systèmes de commande

Pour prélever un même signal pour un autre élément ou un comparateur, on utilise alors
un point de branchement.

Fig. 4 Schéma fonctionnel d’un point de branchement

3.2 Schéma fonctionnel d’un asservissement
L’objectif est ici de présenter un exemple de schéma fonctionnel d’asservissement le plus
simple qui existe. Il relie les éléments fonctionnels constituant un système en boucle
fermée.

Fig. 5 Schéma fonctionnel d’un point asservissement
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Les modèles en vue de l’étude de systèmes de commande
Schéma de la commande en boucle fermée
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Les modèles en vue de l’étude de systèmes de commande

Sur la fig. 6 du système en boucle fermée, on a les éléments suivants:
- Consigne uc désigne la valeur d’une grandeur physique souhaitée que le signal de sortie y doit
suivre.
- Signal d’erreur ε, résultat de la comparaison entre la consigne et la grandeur de sortie.
- Régulateur établit une loi de commande au travers du signal de commande u pour réduire le
signal d’erreur idéalement à 0.
- Actionneur réalise la commande du système.
- Système que l’on souhaite contrôler pour une certaine finalité
- Capteur qui mesure la grandeur du signal de sortie du système à réguler
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3.3 Rôle de l’asservissement
Concevoir un régulateur de sorte que le système bouclé soit:

è stable, c’est à dire qu’en régime permanent, la grandeur régulée doit toujours converger vers
un point d’équilibre stable, et ne doit pas osciller autour du point de consigne ou même
diverger.

è précis, c’est à dire qu’en régime permanent, la grandeur régulée doit être maintenue en
permanence la plus proche possible de la consigne.

è rapide, c’est à dire que l’on cherchera à rejoindre le point d’équilibre le plus rapidement
possible.



Systèmes linéaires et équations différentielles

4) Systèmes linéaires et équations différentielles
Pour réaliser un asservissement avec un cahier des charges fixés, il est nécessaire
d’obtenir un modèle de comportement du système.

En vue d’obtenir ce modèle, une première solution consiste à utiliser les principes
fondamentaux des lois de la physique pour obtenir une description du comportement
d’un système
Þ Ces lois aboutissent généralement à établir des systèmes d’équations différentielles.

4.1 Les systèmes linéaires
La propriété de linéarité est une propriété mathématique caractérisant une classe
d’équations différentielles.

• On appelle système linéaire, un système (qui vérifie le théorème de superposition) tel
que:

• Si le signal d’entrée u1(t) produit le signal y1(t) et si le signal u2(t) produit le signal
y2(t) ,

• Alors le signal d’entrée α u1(t)+β u2(t) produit le signal de sortie α y1(t)+β y2(t) et
ce, quelque soit les signaux d’entrées/sorties
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Systèmes linéaires et équations différentielles
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• D’une façon plus générale, la notion de linéarité peut être représentée par le principe
de superposition:
• Si la réponse du processus à une commande , alors la réponse à la

commande

• Pour des conditions initiales et un horizon de temps donné, la réponse est donnée
par:

• Si la réponse du système ne dépend que de ses conditions initiales à l’instant t0, le
système est alors dit stationnaire et invariant.

• Lorsqu’un système ne satisfait pas au théorème de superposition, il est dit non linéaire.
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Systèmes linéaires et équations différentielles
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Exercice 1: Théorème de superposition
• Déterminer le signal de sortie en utilisant le principe du théorème de superposition

• 1er cas:

On en déduit que:
𝑦! = 5cos(𝑡)

dtd /+ + + +tu sin1 =

tu 2cos2 =
2

3 tu =

y

𝒖𝟏 ≠ 𝟎, 𝒖𝟐 = 𝟎, 𝒖𝟑 = 𝟎

tu sin1 =
dtd / 5

y1



Systèmes linéaires et équations différentielles
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5

• 2ème cas:

On en déduit que:
𝑦% = 5 −2 sin 2𝑡 = −10 sin(2𝑡)

• 3ème cas: 𝒖𝟏 = 𝟎, 𝒖𝟐 = 𝟎, 𝒖𝟑 ≠ 𝟎

On en déduit que:
𝑦& = 5𝑡%

Par application du théorème de superposition, on obtient:

𝑦 = 𝑦! + 𝑦% + 𝑦&
soit

𝑦 = 5cos(𝑡) − 10 sin(2𝑡) + 5𝑡%

dtd /tu 2cos2 =

𝒖𝟏 = 𝟎, 𝒖𝟐 ≠ 𝟎, 𝒖𝟑 = 𝟎

y2

52
3 tu =

y3



Systèmes linéaires et équations différentielles
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4.2 Notion de causalité
Un système est dit causal si le signal de sortie ne dépend que des valeurs présentes et
passées de la variable d’entrée, c’est-à-dire que le signal de sortie y(t) ne dépend que du
signal d’entrée u(t) que pour des valeurs .

4.3 Limite de représentation des systèmes linéaires
Si le système est non-linéaire, il est possible de se ramener sur un domaine restreint
d’espace à un système linéaire.

Ex. sur un pendule mécanique:
Soit un pendule mécanique de masse , de longueur et d’angle , représenté par la
figure 7.
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Fig. 7 Pendule mécanique oscillant

t ≥ 0



Systèmes linéaires et équations différentielles
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En appliquant le principale fondamentale de la dynamique en rotation, on obtient:

(1)

où (2)

(3)
Le système (3) est dit non linéaire à cause du terme en . On peut approximer le
modèle obtenu en supposant qu’au voisinage de , . On obtient alors que le
modèle du système peut être approximé par:

(4)

Le modèle ne reste donc valable que pour sur un domaine restreint de l’espace.
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Equations différentielles linéaires à coefficients constants
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4.4 Résolution d’équations différentielles
Il faut impérativement savoir résoudre des équations différentielles du 1er et 2ème
ordre.
=> Voir cours de maths de 1A!!!



Auto-évaluation introduction
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Mes compétences à l’issue de l’introduction:
Etre capable de:
-Citer les principales définitions et remobiliser la terminologie relatives aux systèmes de
commande
-Expliquer l’intérêt de la boucle fermée par rapport à la boucle ouverte pour un système
de commande
-Donner un schéma fonctionnel classique d’asservissement avec sa terminologie
-Définir ce qu’est une équation différentielle linéaire et de citer le théorème de
superposition associé.
-Résoudre une équation différentielle du 1er et du 2nd ordre



Cours 1: Calcul de transmittances 
et schémas fonctionnels
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Introduction

Les objectifs de ce cours sont:
- De rappeler l’intérêt de l’outil de la transformée de Laplace (TL)
- De définir ce qu’est une fonction de transfert

• Application de la TL à l’obtention d’une fonction de transfert
- D’utiliser la représentation sous forme de schéma blocs pour représenter un modèle à
partir de ses équations différentielles et de connaître les règles associées
- De déterminer une fonction globale équivalente de transfert lors de la présence de
plusieurs modèles interconnectés dans un schéma blocs ayant différentes structures

1) La transformée de Laplace
La transformée de Laplace est un outil
- permettant de simplifier la résolution d’équation différentielle d’ordre n à coefficients
constants (voir cours de maths 1A).
- permet de transformer le problème de la résolution portant sur le domaine temporel en le
transformant un problème représentant dans le domaine complexe. Il est biensûr
nécessaire de revenir à la fin par une transformation inverse pour la résolution dans le
domaine temporel
- utilisé également pour représenter les fonctions de transfert qui exprime la relation entre
le signal de sortie et le signal d’entrée d’un système.
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Transformée de Laplace

La transformée de Laplace d’une fonction temporelle f(t) est donnée par

(1)( ){ } ( ) ( )ò
¥

-==
0

dtetfpFtf tpL

Quelques théorèmes très utiles pour l’automatique

Théorème de la valeur finale: (2)( ){ } ( )pFtf =L alors ( ) ( )ppFtf
pt 0
limlim
®¥®

=

Théorème du retard: (3)alors ( ){ } ( )pFeTtf pT

p

-

®
=-

0
limL

Théorème de la dérivée: (4)alors
( ) ( ) ( )+-=
þ
ý
ü

î
í
ì 0fppF
dt
tdfL

Théorème de l’intégrale: (5)alors ( ) ( )
p
pFdttf

t
=ò¥®

lim

( ){ } ( )pFtf =L

( ){ } ( )pFtf =L

( ){ } ( )pFtf =L
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Théorème de la dérivée d’ordre k:

(6)

alors

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )+-+-+- ----= 0...00 )1()1(21)( kkkkk ffpfppFptfL

( ){ } ( )pFtf =L



Transformée de Laplace de signaux élémentaires
Transformée de Laplace de signaux utiles en automatique

à Impulsion de Dirac d’amplitude A: f(t) = Ad(t)

( ){ } AtA =dL

à Echelon d’Heaviside d’amplitude A: f(t) = AH(t)

à Rampe de pente A: f(t) = Ar(t)

( ){ }
p
AtAH =L

( )tf

t

( )tf

t

( )tf

t

A

A
( ){ } 2p

AtAr =L

1
25



Table de transformée de Laplace (1/2)

Fonction temporelle Fonction de Laplace
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Table de transformée de Laplace (2/2)

Fonction temporelle Fonction de Laplace
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Fonction de transfert

Soit un procédé linéaire stationnaire d’entrée u(t) et de sortie s(t)

On suppose connaître l’équation différentielle liant l’entrée à la sortie de ce système

(7)

En appliquant la transformée de Laplace (propriété de la dérivée) à l’équation (7) en
supposant les conditions initiales nulles, il s’ensuit que:

(8)

( ) ( )
( )

( )
( )

m
m

n
n

pbpbb
papaa

pDen
pNum

pU
pSpH

+++
+++

=

==

...
...          

10

10

La fonction de transfert de ce système, notée H(p) correspond au rapport de la
transformée de Laplace de sa sortie et de son entrée.

Représentation fréquentielle (9)

Système
u(t) s(t)
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2) Notion de fonction de transfert
(8)



Systèmes du premier ordre

( ) ( )1+=
p
KpH

t

2.1 Fonction de transfert du 1er ordre
Un système du premier ordre est décrit par le schéma bloc

Où la fonction de transfert (ou transmittance) est donnée par

(10)

Il est possible de faire le lien entre le domaine temporel et fréquentiel comme suit:

H(p)
U(p) S(p)
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ℒ 𝜏 '((*)
'*

+ 𝑠(𝑡) = 𝐾𝑢(𝑡) (p)

⇔ 𝜏𝑝𝑆(𝑝)+S(p)=KU(p)

⇔𝑆(p)(1+𝜏𝑝)=KU(p)

⇔𝐻 𝑝 =
𝑆(𝑝)
𝑈(𝑝)

=
𝐾

1+𝜏𝑝



Systèmes du premier ordre

Si l’entrée u(t) est un échelon d’amplitude A
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Alors la sortie s(t) est donnée par:

La représentation temporelle associée est
donnée à dans la figure ci-contre.



Systèmes du second ordre
2.2 Fonction de transfert du 2ème ordre
Un système du second ordre est décrit par le schéma bloc

Où la fonction de transfert (ou transmittance) est donnée par

(11)

Il est possible de faire le lien entre le domaine temporel et fréquentiel comme suit:
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U(p) S(p)
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Systèmes du second ordre
Si l’entrée u(t) est un échelon d’amplitude A et 0<x<1 (cas du régime oscillatoire amorti)
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Alors la sortie s(t) est donnée par

où

21 xww -= np )arccos(xj =



Fonction de transfert
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2.3 Notions de pôles et de zéros

Soit la fonction de transfert

𝐻 𝑝 =
𝑆(p)
𝑈(𝑝)

On appelle pôles du système les pôles de la fonction de transfert H(p) les valeurs de p telles
que

On appelle zéros du système les zéros de la fonction de transfert H(p) les valeurs de p telles
que

Une fonction de transfert permet, dans le cas d’un système stable, de caractériser le
comportement dynamique du système une fois l’effet des conditions initiales amorti.

On dit que le système atteint un régime permanent. La période d’amortissement de l’effet
des conditions initiales s’appellent alors le régime transitoire.

( ) 0=pDen

( ) 0=pNum



Fonction de transfert
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Une autre propriété importante des systèmes linéaires stables est de fournir pour une entrée
sinusoïdale une sortie sinusoïdale, en régime permanent, de même pulsation, mais de
déphasage et d’amplitude pouvant être différents.

Ex: On considère un système par l’équation différentielle suivante:

(12)

Où correspond à un échelon Heaviside et les conditions initiales sont nulles

On souhaite obtenir sa fonction de transfert et déterminer les pôles de (12).

Par application de la propriété du théorème de la dérivée de la transformée de Laplace, on a

En factorisant, on obtient alors

)(2)(3)(4)(
2

2

tets
dt
tds

dt
tsd

=++
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)(2)(3)(4)(2 pEpSppSpSp =++

( ) )(234)( 2 pEpppS =++



Fonction de transfert
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La fonction de transfert obtenue est donnée par

Les pôles sont obtenus en résolvant

Deux possibilités:

- Soit le calcul du discrimant d’un équation du second degré

- Soit la reconnaissance directe de racines évidentes

Ici, -1 est une racine évidente, donc

Les racines évidentes sont donc -1 et -3.

Remarque: Nous verrons par la suite que le calcul des pôles d’une fonction de transfert
permet de déterminer les propriétés de stabilité d’un système,

34
2

)(
)()( 2 ++
==

pppE
pSpG

0342 =++ pp

0)3)(1(342 =++=++ pppp



Schémas fonctionels
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3) Les schémas fonctionels

Les fonctions de transfert traduisent une relation ou un modèle de comportement entre un
signal de sortie et un signal d’entrée.

Dans le cas où l’on a plusieurs relations de modèles d’entrée/sortie qui s’imbriquent ou
s’interconnectent entre eux par des structures spécifiques, peut-on obtenir la fonction
globale entrée/sortie équivalente?

ÞNotion de connexion en série, en parallèle et en bouclage.

3.1 Structure en série

Fig.1 Connexion en série de systèmes linéaires

La fonction de transfert équivalente sera:
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Õ
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3.2 Structure en parallèle

Fig.2 Connexion en parallèle de systèmes linéaires

La fonction de transfert équivalente sera:
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3.3 Fonction de transfert en boucle fermée (th. de Mason)

Fig.3 Structure bouclée

Les fonctions de transfert CD et CR dénotent respectivement la chaîne directe et la chaîne
retour. Dans le cas d’un signe “-” associée à la chaîne retour, on est en présence d’une
contre-réaction.

La fonction de transfert équivalente est donnée par:

Preuve:A partir du schéma bloc, on peut écrire:
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On souhaite obtenir le schéma bloc avec en sortie la vitesse ws(t) et en entrée la tension
d’induit.
A partir des équations dynamiques, il est possible de déterminer la tension U(t) à appliquer
au moteur pour obtenir ws(t) :
( )tsw

( ) ( )tsm N
t ww 1
=

( ) ( )

( ) )(            tCtf
dt
tdJtC

rm

m
m

++

=

w

w

( ) ( )tKtE mEw=

( ) )(tIKtC Tm =

( ) ( ) ( ) ( )tE
dt
tdILtRItU ++=

Le schéma bloc peut alors se construire selon la méthodologie suivante… 39

U(t)
ws(t)

MCC

J, kE, kT, R, L N

wm(t)f

Cm Cr

Fig.4 Représentation des causalités implicites
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Etape 1: Ecrire les équations caractéristiques du système
-Electrique:

-Mécanique:

-Electromécanique :

3.4 Les étapes de l’obtention des équations différentielles au schéma bloc
On souhaite commander la vitesse ws(t) d’un arbre en sortie d’un réducteur (de rapport N)
entrainée par un moteur à courant continu (MCC), en commandant la tension d’induit U(t)

Fig.5 Schéma de représentation d’une MCC

U(t)
ws(t)

MCC

J, kE, kT, R, L N

wm(t)

( ) ( )tN mts ww =

( ) ( )tfCC
dt
tdJ mrm

m ww
--=

( ) ( )tKtE mEw=

( ) ( ) ( ) ( )tE
dt
tdILtRItU ++=

f

40

Cm Cr
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Etape 2: Traduire les équations différentielles dans le domaine de Laplace, en prenant en
compte les conditions initiales (ici supposées nulles).
- Sous partie électrique:

- Sous partie mécanique:

- Sous partie électromécanique:

Remarque: L’imbrication des équations est réalisée de sorte à faire apparaître la chaîne de
causalité implicite de la fig. 5
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Etape 3: Mise sous forme de schéma bloc de chacune des relations obtenues dans le
domaine de Laplace
- Sous partie électrique:

- Sous partie mécanique:

- Sous partie électromécanique:
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Etape 4: Connexion des blocs fonctionnels pour obtenir une représentation du modèle de
machine à courant continu

3.5 Déplacement d’éléments au sein d’un schéma bloc
Pour faciliter l’analyse des propriétés d’un système représenté sous forme d’un schéma
bloc, certains déplacements d’éléments peuvent être réalisés.
Déplacement d’une jonction:
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Déplacement d’un sommateur:

3.6 Cas des multi entrées dans un schéma bloc
Pour un système linéaire, dans le cas où l’on a plusieurs entrées et que l’on souhaite
connaître le comportement final en sortie, on utilise le théorème de superposition:
- On met à zéro toutes les entrées sauf une qui conserve sa valeur
- On calcule la sortie équivalente
- On répète la démarche pour chaque entrée tour à tour
- On somme algébriquement chacune des sorties obtenues pour chacune des entrées.
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Exercice: Soit le schéma donné ci-dessous, déterminer la fonction de transfert relative à
chacune des entrées, puis déterminer la sortie générale.
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Les fonctions de transfert décrivent comment une (seule) entrée affecte une (seule)
sortie ou un signal interne à la boucle.

…
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Mes compétences à l’issue du Cours 1:
Etre capable de:
- Donner la définition de la transformée de Laplace (représentation fréquentielle) et
l’expression associée aux principaux signaux élémentaires (dirac, échelon, rampe)
- Définir ce qu’est une fonction de transfert, un pôle et un zéro de la fonction de transfert
- Utiliser la transformée de Laplace pour donner la fonction de transfert d’un système à
partir ces équations différentielles
- Proposer un schéma bloc à partir des équations différentielles d’un processus
- Calculer une fonction de transfert équivalente d’un schéma où plusieurs fonctions de
transfert s’imbriquent, à partir des règles de structure d’un schéma bloc



Cours 2 : Etude fréquentielle 
des systèmes

48



Introduction

Les objectifs de ce cours sont:
- Rappeler les notions de module, argument, gain, phase de fonction de transfert
- Interpréter physiquement la notion d’analyse fréquentielle.
- Présenter les différentes expressions analytiques de systèmes élémentaires

(intégrateurs, passe haut, passe bas, dérivateur, second ordre, cas du retard).
- Introduire des outils d’analyse fréquentielle et de représentations (Bode, Black/Nichols)
de fonctions de transfert élémentaires.
- Introduire une méthodologie permettant de déduire le comportement fréquentiel de
fonctions de transfert plus complexes

49



Introduction à l’analyse fréquentielle

1) Rappels sur les complexes et intérêt de l’analyse fréquentielle
Partant d’une fonction de transfert H(p), la réponse fréquentielle s’obtient :
- en posant , j étant un imaginaire pur unitaire et w une pulsation (rad/s),
- en faisant varier w sur une gamme de pulsations
- en calculant le module ou le gain et la phase de H(jw) pour chaque pulsation.

wjp =

1.1 Rappels sur les nombres complexes
Soit le nombre complexe , on définit:
-Le module

-Le module en dB

-La phase en rad/s
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Attention, la fonction arctan est à manipuler avec précaution!

𝑎𝑟𝑔(𝑁) =

arctan
b
a 𝑠𝑖 𝑎 > 0 𝑒𝑡 𝑏 > 0

arctan
b
a
+ 𝜋 si a < 0 et b > 0

arctan
b
a − π si a < 0 et b < 0
π
2 si 𝑎 = 0 et b > 0

−
π
2
si a = 0 et b < 0

𝐼𝑛𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖 𝑠𝑖 a = 0 et b = 0

- La phase en degré

𝜑° 𝑁 =
180
π 𝐴𝑟𝑔(𝑁)



Introduction à l’analyse fréquentielle
- Les opérations sur les nombres complexes les plus utiles sont:

1.2 Intérêt de l’analyse fréquentielle
L’analyse fréquentielle est un outil d’analyse destiné à caractériser le comportement d’un

système au travers de l’étude de ses relations d’entrée/sortie dans le domaine
fréquentiel.

L’objectif final est de définir les propriétés du système étudié:
- Bande passante
- Gain d’amplification sur une plage de fréquences
- etc

A présent, nous allons donner une représentation physique de l’analyse fréquentielle sur
des fonctions de transfert.
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Introduction à l’analyse fréquentielle
Pour une pulsation w donnée, une interprétation physique du gain et de la phase d’un
système est possible. Pour cela, on suppose que l’entrée du système est un signal
sinusoïdal de pulsation w et d’amplitude Au.
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Système
u(t) s(t)

( ) ( )tAtu u wsin=

Sous l’hypothèse d’un système linéaire stationnaire, la sortie du système est alors, en
régime permanent, un signal sinusoïdal de pulsation w, d’amplitude As et de
déphasage js.

( ) ( )ss tAts jw += sin

u(t)

s(t) Au
As

Si H(p) est la fonction de transfert du
système

( )
u

s
A
A

jH =w

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

u

s
dB A

A
jH log20w
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Introduction à l’analyse fréquentielle
Si la fonction de transfert se présente sous le forme de produits ou de rapports

(1)( )
)()(
)()(

21

21

pDenpDen
pNumpNumpH =

le module, le gain et la phase se calculent sur chaque terme

(2)( )
)()(
)()(

21

21

ww
ww

w
jDenjDen
jNumjNum

jH =

( ) ( )( )
dBdBdBdBdB

jDenjDenjNumjNumjHjH )()()()(log20 2121 wwwwww --+==

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )°°°°° --+= )()()()(1 212 wjwjwjwjwj jDenjDenjNumjNumjH
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Exemple: Calculer le gain en dB et la phase de

Le gain est donné par:
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Analyse fréquentielle de fonctions de transfert élémentaires

Le gain en dB se déduit comme suit:

La phase est alors donnée par:

2) Le gain et la phase de fonctions de transferts élémentaires
2.1 Fonction de transfert d’un gain
Soit la fonction de transfert donnée par

(4)
On en déduit que:

(5)
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Analyse fréquentielle de fonctions de transfert élémentaires

2.2 Fonction de transfert d’un dérivateur
Soit la fonction de transfert donnée par

(6)
On en déduit que:

(7)

2.3 Fonction de transfert d’un intégrateur
Soit la fonction de transfert donnée par

(8)
On en déduit que:

(9)
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Analyse fréquentielle de fonctions de transfert élémentaires

On suppose pour la suite que
2.4 Fonction de transfert du premier ordre au numérateur
Soit la fonction de transfert donnée par

(10)

On en déduit que:

(11)

2.5 Fonction de transfert du premier ordre au numérateur (bis)
Soit la fonction de transfert donnée par

(12)
On en déduit que:

(13)
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Analyse fréquentielle de fonctions de transfert élémentaires

2.6 Fonction de transfert du premier ordre au dénominateur
Soit la fonction de transfert donnée par

(14)
On en déduit que:

(15)

2.7 Fonction de transfert du premier ordre au dénominateur (bis)
Soit la fonction de transfert donnée par

(16)
On en déduit que:

(17)
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Analyse fréquentielle de fonctions de transfert élémentaires

2.8 Fonction de transfert du second ordre au numérateur
Soit la fonction de transfert donnée par

𝐻 𝑝 = 0"1%-.#01.#"

.#"
= 0"

.#"
+ %-0

.#
+ 1 (18)

On en déduit que:

(19)

2.9 Fonction de transfert du second ordre au dénominateur
Soit la fonction de transfert donnée par

(20)
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On en déduit que:

(21)

2.10 Fonction de transfert de type retard pur
Soit la fonction de transfert donnée par

(22)

On en déduit que:

(23)
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3) Analyse fréquentielle de fonctions de transfert quelconques
Comme nous l’avons déjà vu dans ce cours, une fonction de transfert quelconque d’un
système linéaire peut s’exprimer sous la forme

(24)

Si cette fonction de transfert peut être factorisée par un produit de fonctions de transfert
élémentaires de la forme

ou ou ou

Tels que
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On peut alors écrire le gain en dB comme suit:

(26)

!!

Puis, nous pouvons également en déduire la phase:

(27)

Remarque: Quelque soit la fonction de transfert considérée, il est possible de la ramener à un
produit de fonctions de transferts élémentaires. Le gain et la phase sont alors déduits comme
étant la somme des contributions élémentaires de chacune des fonctions de transfert dans le
calcul. Cette propriété est possible due fait des propriétés logarithmiques et de l’argument.
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4) Représentations fréquentielles des fonctions de transfert
Pour faciliter l’analyse fréquentielle des fonctions de transfert et la détermination du
comportement fréquentiel d’un système, en vue de vérifier si le système considéré possède
certaines propriétés attendues (gain statique, bande passante, robustesse par rapport à la limite
de stabilité etc), on utilise des représentations fréquentielles de ces fonctions de transfert. Ce
sont des outils couramment utilisés dans de nombreux domaines comme l’automatique,
l’électronique, etc.

Les outils les plus connus sont:
-Le diagramme de Bode
-Le diagramme de Black/Nichols

4.1 Le diagramme de Bode
Le diagramme de Bode correspond au tracé de deux graphes correspondant au gain réel et au
déphasage:
- Gain:
- Phase:
Les deux représentations sont associées à des échelles logarithmiques, permettant également
un plus grand intervalle de représentation que la simple utilisation d’une échelle linéaire.

)(wfGdB =
)(wj f=
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Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires
Dans la partie 3) de ce cours, nous avons déjà calculé les expressions littérales du GdB et de la
phase des fonctions de transfert élémentaires. Nous allons à présent voir comment nous
utilisons ces résultats pour tracer leurs diagrammes de Bode.

Fonction de transfert:

Gain et phase:

( ) KpH =
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Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Fonction de transfert:

Gain et phase:

      w

      w
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Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Fonction de transfert:

Gain et phase:
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Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Fonction de transfert:

Gain et phase:

Etude asymptotique:
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Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Fonction de transfert:

Gain et phase:

Etude asymptotique:

Si ,
Si ,

    w
( )

p
pH

t+
=
1
1

)arctan(
1log20 22

twj
wt

-=
+-=dBG

Tracé réel

Tracé 
asymptotiquedB3-

1<<tw 0,01log20 »»-» jdBG

2
pj -®

1>>tw decdBGdB /20)log(20 -®-» tw

    w
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Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Fonction de transfert:

Gain et phase:

Etude asymptotique:

    w

Tracé réel

Tracé 
asymptotique

Si ,
Si ,
Si ,

nww <<
nww >>
nww =

0 ,0 »» jdBGdB
( ) pjww -»-»  ,/log20 22

ndBG
( ) 2/ ,2log20 pjx -»-»dBG

    w

𝐻 𝑝 =
1

𝑝% + 2𝜉𝜔/𝑝 + 𝜔/%
𝜔/%

=
1

𝑝%
𝜔/%

+ 2𝜉𝑝𝜔/
+ 1

𝐺'2 = −20𝑙𝑜𝑔 1 −
𝜔%

𝜔/%
%

+ 2𝜉
𝜔
𝜔/

%

𝜑 = −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
2𝜉 𝜔𝜔/

1 − 𝜔
%

𝜔/%
𝑠𝑖 𝜔 < 𝜔/

𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒 𝑐𝑎𝑠 à 𝑑é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑠𝑙𝑖𝑑𝑒 61
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Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Fonction de transfert:

Gain et phase:

Etude asymptotique:

Si ,
Si ,
Si ,

nww <<
nww >>
nww =

0 ,0 »» jdBGdB
( ) pjww »»  ,/log20 22

ndBG
( ) 2/ ,2log20 pjx »»dBG

Exercice: Déduire le diagramme de
Bode associé asymptotique et réel.

Remarque: La modification de la
courbe du gain entre les deux courbes
réels a lieu pour un coefficient
inférieur ou supérieur à 0.7.
-En dessous de 0.7, il y a résonance
avec dépassement sur la courbe réelle
et l’apparition d’une pulsation de
résonance de

-Au dessus de 0.7, il n’y a pas de
résonance.

𝐻 𝑝 =
𝑝% + 2𝜉𝜔/𝑝 + 𝜔/%

𝜔/%
=

𝑝%

𝜔/%
+
2𝜉𝑝
𝜔/

+ 1

𝐺'2 = 20𝑙𝑜𝑔 1 −
𝜔%

𝜔/%
%

+ 2𝜉
𝜔
𝜔/

%

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
2𝜉 𝜔𝜔/

1 − 𝜔
%

𝜔/%
𝑠𝑖 𝜔 < 𝜔/

𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒 𝑐𝑎𝑠 à 𝑑é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑠𝑙𝑖𝑑𝑒 61
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Diagramme de Bode des fonctions de transfert élémentaires

Fonction de transfert:

Gain et phase:

A présent, nous allons traiter le cas des fonctions de transfert quelconques

( ) pTRepH -=

wj R

dB

T
dBG
-=

=
    

0

    w

    w
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Cas des fonctions de transfert quelconques ramenées à un produit de fonctions de transfert
élémentaires.

(28)

Le gain et la phase sont donnés par:

(29)

(30)

Règles de tracé du diagramme de Bode:
- Un terme de degré provoque une variation de pente , s’il est au
numérateur et une variation de pente de s’il est au dénominateur.
- Un terme de degré provoque une variation de pente , à partir de
s’il est au numérateur et une variation de pente de à partir de , s’il
est au dénominateur.
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0>a decdB /20a+
decdB /20a-
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- Un terme de degré provoque une variation de pente , à partir de
s’il est au numérateur et une variation de pente de à partir de , s’il est
au dénominateur.
- Concernant la phase, un terme de degré provoque une variation de phase , s’il est
au numérateur et une variation de phase de , s’il est au dénominateur.
- Un terme de degré provoque une variation de phase , à partir de
s’il est au numérateur et une variation de phase de , à partir de , s’il est au
dénominateur.
- Un terme de degré provoque une variation de phase , à partir de
s’il est au numérateur et une variation de pente de à partir de , s’il est au
dénominateur.

Le diagramme de Bode final est déduit comme la somme des contributions de chacun des
termes constituant la fonction de transfert de (28) pour les graphes de gain et de phase.

Ex: Tracer le diagramme de Bode de la fonction suivante:

decdBj /40g+0>jg njww =
decdBj /40g- njww =

0>a 2/ap
2/ap-

0>ib itw /1=2/pbi
2/pbi- itw /1=

0>jg pg j njww =
pg j- njww =

1
100

1
1

1
10
1

12
1

100
1

1
100

1

1
10
1

1
10
12000          

100
1

10
12000

)100)(10(
2000)(

+
´

+
´=

+
´

+
´=

+
´

+
´=

++
=

pppp

pppp
pH 1t 2t
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La forme canonique associée est donnée par:

La fonction de transfert est composée de trois termes dont deux fonctions de transfert du
premier au dénominateur. Traçons le diagramme de Bode des 3 termes:

)()()(          
)1(

1
)1(

1)(

321

21

pHpHpH
pp

KpH

´´=
+

´
+

´=
tt

Tracé 
asymptotique

Tracé réel

Tracé 
asymptotique

Tracé réel

decdB /20-
decdB /20-

2/p-

𝟐𝟎𝒍𝒐𝒈 𝑲
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Le diagramme de Bode de H(p) peut alors se déduire à partir de la somme algébrique de H1(p),
H2(p), H3(p) pour le tracé asymptotique et réel du gain et de la phase

Remarque: Attention à ne pas confondre le tracé asymptotique et le tracé réel du diagramme
de Bode d’une fonction de transfert!

Tracé 
asymptotique H(p)

Tracé réel H(p)

Tracé réel H(p)

Tracé 
asymptotique H(p)

decdB /20-

decdB /40-

2/p-

p-

𝟐𝟎𝒍𝒐𝒈 𝑲
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Exercice: Tracer le diagramme de Bode de la fonction suivante:

)18.0(
10
1

)2(5)(
2

2

++÷
ø
ö

ç
è
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Exercice: Tracer le diagramme de Bode de la fonction suivante:

𝐻 𝑝 =
5(𝑝 + 2)

𝑝 𝑝 + 1
10

% 𝑝% + 2×0.4×1𝑝 + 1%
1%

= 5×
1
𝑝×2 1 +

𝑝
2 ×

1
1
10% 10𝑝 + 1 %

×
1

𝑝% + 2×0.4×1𝑝 + 1%
1%

= 1000×
1
𝑝× 1 +

𝑝
2 ×

1
10𝑝 + 1 %×

1
𝑝% + 2×0.4×1𝑝 + 1%

1%

= 𝐾×
1
𝑝
× 1 + 𝜏!𝑝 ×

1
1 + 𝜏%𝑝 %×

1
𝑝% + 2×0.4×1𝑝 + 1%

1%
= 𝐻!(𝑝)𝐻%(𝑝)𝐻&(𝑝)𝐻3(𝑝)𝐻4(𝑝)

Traçons à présent le diagramme de Bode réel de chacune des fonctions de transfert composant
H(p).
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Justifier chacune des caractéristiques obtenues: tracé asymptotique + réel, pente, phase,
résonance, pulsation de résonance…
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Justification pour H1(p):

Justification pour H2(p):

Justification pour H3(p):

Justification pour H4(p):

Justification pour H5(p):
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Tracé de Bode final:
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4.2 Le diagramme de Black Nichols
Le diagramme de Black de est une représentation cartésienne de avec

la phase en degré en abscisse et le gain en dB en ordonnée, la pulsation
devenant une variable implicite dans ce graphe. Il est néanmoins gradué et orienté dans le sens
des pulsations croissantes

Ex:

Fonction de transfert:

Gain et phase:

)( pH )( wjH
)(wj )(wG w

( )
p

pH 1
=

w

( )
( ) 2

log20
pwj

ww

-=

-=dBG

0®w

+¥®w
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En règle générale, l’étude du diagramme de Bode est nécessaire et le diagramme de Black est
déduit de la précédente étude

Ex: Déterminer le diagramme de Black de la fonction de transfert:

Tracé de Black/Nichols:
)100)(10(

2000)(
++

=
pp

pH

0®w

+¥®w

2log20

dBG

degj
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Obtenu à partir de l’étude du diagramme de Bode...
Pour rappel:

Tracé 
asymptotique H(p)

Tracé réel H(p)

Tracé réel H(p)

Tracé 
asymptotique H(p)

decdB /20-

decdB /40-

2/p-

p-

0®w +¥®w

𝟐𝟎𝒍𝒐𝒈 𝑲
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Exercice: Déterminer le diagramme de Black de la fonction de transfert:

Tracé de Black/Nichols:
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Rappel du tracé de Bode
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4.3 Résumé des diagrammes de Bode et de Black
- Si la fonction de transfert à étudier peut être mis sous forme d’un produit de fonctions
élémentaires alors on peut utiliser les règles de construction du diagramme de Bode, déduire
son tracé asymptotique et donc son tracé réel. Le diagramme de Black sera déduit facilement
de cette étude.
- Si la fonction de transfert à étudier ne peut pas être mis sous forme d’un produit de
fonctions élémentaires alors il est nécessaire d’établir algébriquement l’expression de son gain
et de sa phase en fonction de la pulsation, d’étudier les propriétés asymptotiques de ces
dernières, et tracer le diagramme de Bode point par point. Le diagramme de Black pourra par
la suite être tracé également point par point.

- Ces représentations fréquentielles sont des outils très utiles et seront utilisées en automatique
plus tard dans le cours pour caractériser la performance d’un asservissement.
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Mes compétences à l’issue du Cours 2:
Etre capable de:
- Calculer le module et l’argument d’un nombre complexe
- Calculer le gain et la phase d’une fonction de transfert
- Définir la notion d’analyse fréquentielle et la différentier de l’analyse temporelle
- Connaître les différentes expressions analytiques des fonctions de transferts élémentaires
(intégrateurs, passe haut, passe bas, dérivateur, second ordre, cas du retard).
- Donner les représentations de Bode/Black Nichols de fonctions de transfert et de justifier
les grandeurs caractéristiques associées
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Introduction

Les objectifs de ce cours sont:
- Obtenir les expressions des réponses temporelles de fonctions de transfert élémentaires
(premier ordre et second ordre) pour différentes types de signaux d’entrée
- Obtenir les expressions des réponses temporelles de fonctions de transfert plus
complexes par décomposition en éléments simples et utilisation des tables de transformées
de LAPLACE
- Utiliser les théorèmes de la valeur finale et de la valeur initiale pour obtenir des valeurs
de grandeurs physiques en 0 et en l’infini
- Définir la notion de stabilité
- Relier la stabilité d’un système au lieu des pôles de sa fonction de transfert
- Définir les principaux théorèmes relatifs à la stabilité, à la stabilité limite, etc

89



Réponses temporelles de systèmes élémentaires

1) Réponses temporelles de systèmes élémentaires
- Dans le cours 1, nous avons abordé comment une fonction de transfert était définie,
régissant le comportement des processus continus linéaires entre la sortie et l’entrée d’un
système.
- Une fonction de transfert, représente une équation différentielle d’ordre n entre la sortie
et la sollicitation d’entrée d’un système ramené dans le domaine fréquentiel
Þ Nous allons montrer comment déterminer explicitement la sortie dans le domaine
fréquentiel pour différentes sollicitations couramment utilisées en entrée, puis en déduire
son expression dans le domaine temporel.

1.1 Fonction de transfert du premier ordre
Fonction de transfert d’un intégrateur pur:

(7)

L’équation différentielle régissant le comportement de cette fonction de transfert est
donnée par:

(8)
Le schéma bloc équivalent est donné par:

90

ppU
pYpH 1
)(
)()( ==

uy =!

p/1)( pU )( pY



Réponses temporelles de systèmes élémentaires

a) Réponse sans entrée u
Si u(t) est nulle alors la sortie vaut:

(9)

b) Réponse avec entrée u
En cas de présence d’entrée, on a alors:

(10)

La sortie peut alors se déduire de:

(11)
Suivant les signaux d’entrée considérés, une expression temporelle de la sortie pourra être
déduite.

Les théorèmes de la valeur initiale et finale permettront de déterminer les valeurs
initiales et finales de la grandeur physique de sortie du système.
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires

Réponse impulsionnelle (suite à une entrée de type Dirac):

En appliquant le théorème de la dérivée (4) sur (8), on a

En appliquant l’inverse de la transformée de Laplace, d’après les tables, on a:

(12)
Remarque: il y a superposition de l’influence de la condition initiale à celle de l’entrée.
Une entrée impulsionnelle traduit donc un changement de condition initiale sur un
intégrateur.

Réponse indicielle (suite à une entrée de type échelon):

En appliquant le théorème de la dérivée (4) sur (8), on a
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires

En appliquant l’inverse de la transformée de Laplace, d’après les tables, on a:

(13)

Réponse suite à une entrée de type rampe:

En appliquant le théorème de la dérivée (4) sur (8), on a

En appliquant l’inverse de la transformée de Laplace, d’après les tables, on a:

(14)
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires

Fonction de transfert du premier ordre:

(15)

a) Réponse sans entrée u
L’équation différentielle associée à (15) est donnée comme suit:

(16)

(16) admet comme solution

(17)
b) Réponse avec entrée u
Réponse impulsionnelle

En appliquant le théorème de la dérivée (4) sur (16), on a

En appliquant l’inverse de la transformée de Laplace, d’après les tables, on a:
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires

On en déduit alors:

(18)

La réponse y(t) prend la valeur et s’amortit exponentiellement avec le temps.

Tracé:
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires

Réponse indicielle:

En appliquant le théorème de la dérivée (4) sur (16), on a

En appliquant l’inverse de la transformée de Laplace, d’après les tables, on a:

(19)
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires

Tracé:

Réponse à une rampe:

En appliquant le théorème de la dérivée (4) sur (16), on a
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires

En appliquant l’inverse de la transformée de Laplace, d’après les tables, on a:

(20)

Fonction de transfert du premier ordre:

(21)

Par un raisonnement analogue à celui qui a été réalisé précédemment, on peut déterminer
les réponses aux signaux d’entrée classiques utilisés en automatique
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires

L’équation différentielle régissant le comportement de cette fonction de transfert est
donnée par:

(22)
avec la constante de temps.

a) Réponse sans entrée u
(22) admet comme solution

(23)

La solution est instable, puisque y(t) diverge exponentiellement.

b) Réponse avec entrée u
Réponse impulsionnelle
Par un raisonnement analogue à la partie précédente, on pourra montrer que:

(24)
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires

Réponse indicielle:
Par un raisonnement analogue à la partie précédente, on pourra montrer que:

(25)

La solution diverge également au cours du temps…

1.2 Filtre du second ordre:

(26)

où est la pulsation naturelle du système et est le coefficient d’amortissement.

On fait l’hypothèse que , système à caractéristique oscillante, sinon la fonction de
transfert pourrait se décomposer en deux éléments du premier ordre et on serait donc
ramené à traiter les cas des parties précédentes.

L’équation différentielle associée à (26) est donnée par:
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires

a) Réponse sans entrée u
Dans le cours, nous avons montré que pour , la solution est
donnée par

(28)

Où et .
Þ Sinusoïdale amortie par une exponentielle
Þ Sinusoïdale juste entretenue
Þ Sinusoïdale divergente

Ex:
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires

b) Réponse avec entrée u
Réponse impulsionnelle:
En l’absence de conditions initiales et pour , la dérivée prend
instantanément une valeur initiale 1 et évolue comme dans le cas sans entrée. Dans le
cas de présence de conditions initiales et pour , la dérivée prend
instantanément une valeur initiale 1 + la valeur de la condition initiale précédente,
prend la valeur de la condition initiale et évolue comme dans le cas sans entrée.

Réponse indicielle:

Dans le cas d’absence de conditions initiales et pour , on admettra à ce stade
qu’à partir des tables de Laplace, on a:

Où
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires
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- Toutes les courbes ont une tangente à l’origine traduisant la caractéristique d’un système
du second ordre.
- On appelle dépassement le rapport (exprimé en %) entre la valeur transitoire maximale
atteinte par le signal et le niveau du signal en régime permanent
- Remarque: On peut toujours utiliser le théorème de la valeur finale et de la valeur initiale
pour déterminer et .
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Réponses temporelles de systèmes élémentaires
Le paramètre x se détermine en utilisant l’abaque ci-dessous.

En utilisant la valeur de x
trouvée et la mesure de la
peudo-période Tp , 𝑤/ se
déduit de la relation
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Réponses temporelles de systèmes d’ordre quelconque
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La détermination de la réponse temporelle d’un système d’ordre fini quelconque, à partir de
sa fonction de transfert, est en général réalisé à partir des outils de la transformée de Laplace.

En effet, cela correspond à résoudre l’équation différentielle d’ordre quelconque sous jacente
à la fonction de transfert.

Dans un premier temps, nous montrerons :

- qu’il est trop complexe de vouloir réaliser une résolution explicite par une méthode directe

- qu’il est vivement recommandé de procéder à une résolution explicite indirecte

2) Méthodologie de résolution explicite d’équation différentielle d’ordre fini

a) Obtention de la fonction de transfert + remplacement du signal d’entrée en TL

b) Décomposition en éléments simples

c) Solution explicite par calcul de la transformée inverse de Laplace



Résolution explicite d’équation différentielle
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Pourquoi il faut éviter la résolution directe? On cherche l’expression s(t)=…

Si l’on prend de nouveau le cas d’une équation différentielle générale:

(13)

dont la fonction de transfert, en supposant les conditions initiales nulles, est donnée par

(14)

La solution de l’équation différentielle dans le domaine de Laplace correspond à

(15)

où est remplacé par son expression équivalente suivant le signal d’entrée considéré,
par exemple une impulsion, un échelon, une rampe, etc

La solution l’équation différentielle dans le domaine temporel serait déduite par:

Cette approche directe est difficilement utilisable sauf dans des cas simples. Il faudra plutôt
conseiller une décomposition en éléments simples de (15) afin d’éviter d’avoir à calculer
littéralement une fonction de Laplace inverse.
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Résolution explicite d’équation différentielle
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Méthodologie de résolution par décomposition en éléments simples:

(15) peut être réécrit comme suit:

(17)

Le polynôme présent au dénominateur de (17) possède m racines (éventuellement
multiples) notées p1 d’ordre de multiplicité m1, p2 d’ordre de multiplicité m2,…, pr d’ordre
de multiplicité mr avec m1+ m2+…+ mr=m. On peut alors écrire (17) comme étant:

(18)

En décomposant (18) par rapport à chacun des termes du dénominateur, on obtient:

(19)

Où si n=m et
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Ex. de la décomposition en éléments simples:

Exemple 1:

Où

donc

Remarque: Une autre méthode de décomposition en éléments par identification est
également utilisable et sera présentée sur un autre exemple.
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Exemple 2: Soit un système régi par une équation différentielle d’ordre 2:

où et les conditions initiales sont supposées nulles.

Après application de la propriété de la dérivée de la transformation de Laplace, on obtient
la fonction de transfert suivante:

Donc

En procédant à une décomposition en éléments simples, on a:
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En développant, on obtient:

Par identification à l’équation de départ, on peut en déduire que:

Finalement, on obtient la décomposition en éléments simples suivantes:
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Transformée inverse de Laplace

- Pour obtenir la solution dans le domaine temporel, il est nécessaire de calculer la
transformée inverse de Laplace sur la décomposition en éléments simples précédente.

- La table des transformées de Laplace peut être utilisée pour faciliter l’obtention de
l’expression dans le domaine temporel, solution de l’équation différentielle.

Calculons la transformée inverse de Laplace de (19):

(20)

- Reprenons les deux exemples précédents pour illustrer:

Exemple 1 (suite):
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Exemple 2 (suite):

Remarques : La transformée de Laplace permet :

- de traduire un problème de résolution d’équation différentielle linéaire d’ordre n du
domaine temporel dans le domaine fréquentiel.

- de décomposer dans le domaine fréquentiel les constituantes de l’équation différentielle
linéaire d’ordre n en une somme de composantes élémentaires d’ordre plus faible.

La transformée inverse de Laplace permet de donner la solution explicite de l’équation
différentielle d’ordre n dans le domaine temporel comme une somme de termes
élémentaires, ici de la décomposition précédemment établie.

=> Outil puissant pour la résolution d’équation différentielle linéaire d’ordre fini
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Notion de stabilité

La stabilité de système est une notion clé dans le domaine de l’automatique, notamment
dans la conception d’asservissement de processus.

3. Définition de la stabilité

Fig.1 Représentation d’un système entrée/sortie

D’une façon très générale, on peut définir qu’un système est stable si tout signal d’entrée
borné produit un signal de sortie borné.

Stabilité entrée-sortie: un système linéaire est dit stable si et seulement si il existe
M>0 tel que dans le cas où un système est soumis à ces conditions initiales, on a:

Dans le cas où u=0, un système linéaire est dit stable si et seulement si quelle que soit
la valeur des conditions initiales, on a:
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Notion de stabilité

Peut-on lier la propriété de stabilité d’un système F(p) à partir de la caractérisation des
valeurs des pôles d’une fonction de transfert?

3.1 Stabilité des systèmes et pôles des fonctions de transfert
On suppose connaître l’équation différentielle régissant le système F(p) de la fig.1:

(1)

La fonction de transfert associée est donnée par:

(2)

Le régime libre de (2) est donné en résolvant l’équation caractéristique suivante:

(3)
Si on dénomme les racines complexes de (3), en supposant qu’elles
ne soient pas multiples, alors on peut écrire:

(4)

En considérant une sollicitation de type échelon unitaire pour U(p) dans (2), à partir de
(4), on peut écrire la relation suivante: 114
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Notion de stabilité

(5)

Après décomposition en éléments simples, on a:

(6)

En procédant à la transformée inverse de Laplace de (6) et à partir des tables, on obtient:

(7)

Pour que ne diverge pas et soit donc stable asymptotiquement, il est nécessaire que
toutes les termes en exponentiels soients à parties réelles négatives.

Dans le cas de racines d’ordre de multiplicité associés alors les solutions sont données
par

(8)
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Notion de stabilité

Par conséquent, un système est dit stable si toutes les racines de l’équation
caractéristique associée à (3) sont à parties réelles strictement négatives ,

3.2 Stabilité des systèmes asservis

Fig. 2 Représentation d’un asservissement

La fonction de transfert de la boucle fermée de la fig.2 est donnée par:

Un système asservi est dit stable si et seulement si tous les pôles de sa fonction de
transfert en boucle fermée sont à parties réelles strictement négatives.
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Notion de stabilité

4) Etude des différents cas donnant la stabilité/instabilité
On peut distinguer plusieurs cas qui peuvent se présenter dans l’analyse de stabilité:
a) Pôle unique placé à l’origine
Si une fonction de transfert en boucle fermée a un pôle uniquement placé à l’origine

, on a alors à partir de (7) la réponse libre
Þ Le système est dit à stabilité marginale

Pôles Réponse libre

b) Pôles purement imaginaires ,
Si la fonction de transfert possède deux pôles purement imaginaires ,
alors la réponse libre

Pôles Réponse libre 117
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Notion de stabilité

Þ Le système est dit à stabilité marginale

c) Pôles multiples placés à l’origine
Si une fonction de transfert en boucle fermée a plusieurs pôles placés à l’origine, on a
alors à partir de (7), on peut dire que la réponse libre
Þ Le système est dit instable

Pôles Réponse libre

d) Pôles complexes à parties réelles négatives
Si la fonction de transfert possède n pôles complexes à parties réelles négatives
alors la réponse libre .
Þ Le système est dit asymptotiquement stable

Pôles Réponse libre
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Notion de stabilité

e) Pôles complexes dont au moins un pôle est à partie réelle positive
Si la fonction de transfert possède n pôles complexes dont au moins un pôle est à partie
réelle positive alors la réponse libre .
Þ Le système est dit instable

Pôles Réponse libre

f) Synthèse du placement des pôles sur la caractéristique des réponses impulsionnelles
Se référer à la figure 3.
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Notion de stabilité
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Fig.3: Influence du placement des pôles sur la caractéristique des réponses impulsionnelles



Auto-évaluation Cours 3
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Mes compétences à l’issue du Cours 3:
Etre capable de:
- Déterminer les réponses temporelles élémentaires des systèmes du premier ordre et du
deuxième ordre avec leurs caractéristiques pour différents types de signaux d’entrées
- Résoudre explicitement une équation différentielle d’ordre fini à partir de la
méthodologie proposée (basée sur la décomposition en éléments simples)
- Définir la notion de stabilité
- Calculer les pôles d’une fonction de transfert et déterminer le type de stabilité/instabilité
- Définir les principaux théorèmes relatifs à la stabilité, à la stabilité limite, etc



Cours 4 : Identification des 
systèmes dynamiques 
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Introduction

Les objectifs de ce cours sont:
- Définir la notion d’identification de système
- Introduire des méthodes d’identification temporelle de systèmes

• du premier ordre avec et sans retard
• du second ordre

- Introduire des méthodes d’identification des systèmes du premier et second ordre à partir
de réponses fréquentielles.
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Notion d’identification de systèmes

1) Terminologie
Afin d’être en mesure de procéder à la régulation d’un système, nous avons vu dans les
chapitres précédents qu’il était nécessaire d’avoir un modèle de connaissance/de
représentation décrivant le comportement du système.

Identifier un système consiste à déterminer, à partir des connaissances et des mesures
disponibles sur un système, les relations de cause à effet qui relient les grandeurs d’entrées
et de sorties de ce système.

Plusieurs approches peuvent exister afin d’obtenir le modèle du système qui relient les
entrées et les sorties:
-Approche théorique: modèle de connaissance a priori d’un système basé sur les
connaissances phénoménologiques de ce dernier.
-Approche expérimentale: modèle de représentation basé sur des modèles de type boite
noire où l’on a seulement la connaissance de l’entrée et de la sortie du système, on
cherche à reconstruire le modèle reliant le lien entre des entrées et des sorties données.

En règle générale, on a une vision combinée de ces deux approches pour l’identification
de systèmes, on considère alors un modèle de type boite grise.
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Notion d’identification de systèmes

=> Identification de systèmes: A pour objectif la détermination des paramètres du modèle,
à partir de la connaissance expérimentale des entrées/sorties.

Qu’appelle t-on un modèle?
Un modèle est une représentation mathématique d’un processus réel, au travers de ces
manifestations réelles (entrées/sorties).
Identifier un système, c’est lui donner une représentation mathématique approximative la
plus proche possible de la réalité.

2) L’identification des systèmes
Le processus d’identification
- Est un processus itératif jusqu’à validation du modèle obtenu pour un objectif donné
- Nécessite une connaissance a priori pour le choix du modèle
- Est basé sur des expérimentations (nécessite des données) entrées/sorties

Il est résumé dans le schéma donné ci après.
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Notion d’identification de systèmes

Fig.1 Processus d’identification
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Notion d’identification de systèmes

Deux représentations peuvent être utilisées pour l’identification des systèmes:
- Représentation paramétrique: il s’agit d’une représentation basée sur un nombre de
coefficients finis d’un modèle (équation différentielle, fonction de transfert, etc) à
identifier, à partir de la connaissance des signaux d’entrée/sorties.

- Représentation non paramétrique: il s’agit d’une représentation d’un modèle de
comportement de système obtenue à l’aide de l’analyse fréquentielle, notamment au
travers de représentation fréquentielle (Bode, Black Nichols…)

3) Méthodologie d’identification de système basée sur l’interprétation de réponses
temporelles
On considère les réponses indicielles (à un échelon en entrée) des systèmes considérés.

3.1 Systèmes du premier ordre
a) Fonction de transfert du type

La réponse indicielle obtenue est alors donnée par:

(1)
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Identification des systèmes du premier ordre

La représentation temporelle est alors donnée par:

Le gain statique K représente la valeur en régime permanent obtenue
La constante de temps est l’intersection entre la courbe de tangente à l’origine et l’axe
des abscisses, soit environ le temps mis pour atteindre 63% de la valeur finale

b) Fonction de transfert du type

La réponse indicielle obtenue est alors donnée par:
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Identification des systèmes du premier ordre
La représentation temporelle est alors donnée par:

Tapez une équation ici.

Le gain statique K est déterminé par l’abscisse à l’origine.
La constante de temps est l’intersection entre la courbe de tangente à l’origine et l’axe
des abscisses, soit environ le temps mis pour atteindre 37% de la valeur finale

c) Fonction de transfert du type

La réponse indicielle obtenue est alors donnée par:

𝑦 𝑡 = 𝐾 1 − 𝑒5
&'(
) (3) 129
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Identification des systèmes du premier ordre
La représentation temporelle est alors donnée par:

3.2 Systèmes du deuxième ordre

a) Système pseudo périodique
Les paramètres les plus importants à identifier sont:
-Le facteur d’amortissement
-La pulsation propre non amortie
-Le gain statique
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Identification des systèmes du second ordre
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Identification des systèmes du second ordre
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b) Systèmes apériodiques
L’identification est réalisée à partir de la méthode du point d’inflexion. On a montré dans
le cours 1 dans le cas où , la réponse temporelle y(t) est la somme de deux réponses
du premier ordre. On cherche ici les deux constantes et .

La réponse indicielle est alors donnée par:

(4)

On cherche alors à déterminer les constantes de temps et , à partir du point
d’inflexion. Pour faciliter la clarté de la présentation, on considérera .
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Identification des systèmes du second ordre

En dérivant (4), on obtient alors:

(5)

En dérivant (5), on obtient également:

(6)
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Identification des systèmes du second ordre

L’inflexion se produit lorsque , on peut alors en déduire que:

(7)

En remplaçant (7) dans (4) et en posant , on peut alors écrire que:

(8)

est relevé directement sur la courbe de réponse indicielle et pour déterminer , on
utilise la courbe ci-dessous basée sur (8)
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Identification des systèmes du second ordre

Une fois que a été déterminée, on peut en déduire en mesurant la pente de la tangente
au point d’inflexion sur la réponse indicielle. L’expression de la pente est alors donnée
comme suit:

(9)

Puis, on peut en déduire au travers de l’expression:
(10)

Par conséquent, on peut écrire la fonction de transfert comme étant:

(11)

Le même raisonnement peut être étendu pour le cas où .

4. Méthodologie d’identification de système basée sur l’interprétation de réponses
fréquentielles
A partir des tracés des diagrammes de Bode, il est possible de réaliser l’identification des
paramètres du modèle d’un système
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Identification des systèmes du second ordre

4.1 Système du premier ordre
a) Fonction de transfert:

A partir de la représentation du diagramme de Bode ci-dessous, on peut obtenir le modèle
paramétrique associé.

Les paramètres du modèles sont déduits en calculant et .
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Identification des systèmes du second ordre

b) Fonction de transfert:

A partir de la représentation du diagramme de Bode ci-dessous, on peut obtenir le modèle
paramétrique associé.

Les paramètres du modèle sont déduits en calculant et .
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Identification des systèmes du second ordre

4.2 Système du deuxième ordre
Fonction de transfert:

A partir de la représentation du diagramme de Bode ci-dessous, on peut obtenir le modèle
paramétrique associé.
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Identification des systèmes du second ordre

On a alors plusieurs cas possibles:
- présence de deux pôles complexes conjugués

- Argument relatif à la pulsation propre:
- Module relatif à la pulsation propre:

- Maximum d’amplitude pour
- Amplitude maximum donnée par

Fig.2 Diagramme de Bode du 2nd ordre pour deux racines complexes 139
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Identification des systèmes du second ordre

Les paramètres peuvent alors être déterminés comme suit , on lit la phase
correspondant à la valeur relative en -90°, et le coefficient d’amortissement à la
pulsation se déduit par

- : Le cas est identique au précédent mais ne présente pas de maximum, mais
les relations précédentes restent vraies.
- : La fonction de transfert peut alors se décomposer en un produit de deux
fonctions de transfert du premier ordre en cascade

Les deux pulsations de coupure associées à H(p) sont données en et en ,
avec . La pulsation propre est alors définie par .

L’argument à la pulsation propre est alors donné par

Le module à la pulsation propre est donné par
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Identification des systèmes du second ordre

Fig.3 Diagramme de Bode du 2nd ordre pour deux racines réelles

L’identification paramétrique est alors déduite en déterminant .

- : La fonction de transfert peut alors se décomposer en un produit de deux fonctions
de transfert du premier ordre identique.
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Identification des systèmes du second ordre

On déduit la pulsation de coupure , à partir de laquelle on retrouvera une pente de
-40dB/dec, correspondant également à l’argument de -90°.

Figure: Diagramme de Bode du 2nd ordre pour une racine réelle double

L’identification du système équivalent est alors déduit à partir de la lecture du diagramme
de Bode, en déduisant la valeur de .
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Auto-évaluation Cours 4
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Mes compétences à l’issue du Cours 4:
- Définir la notion d’identification de système
- Identifier les paramètres à partir de sa réponse indicielle d’un système

• du premier ordre avec et sans retard
• du second ordre

- Identifier les paramètres d’un système du premier et du second ordre, à partir de
réponses fréquentielles.


