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Espaces LP

Exercice 1. Soit (Q,B, ) un espace mesuré. Montrer que pour tout f € LP, il existe C > 0 tel
que

VA>0, p({|f] = A}) < CAP
Exercice 2. Soit (Q, B, 1) un espace mesuré.

(1) Montrer que pour tout 1 < p < g < oo, on a LP N L>* C L.
(2) Soient 1 < p < +oo et f € LP N L*>®, montrer que limy—, 1o || fllg = || flloo-

Exercice 3. Soit p € [1,00]. Soit (2, B, ) un espace mesuré. Soit A € B. On considére
F={feLll(EBp),f=0pnpp. surA}.
Montrer que F' est un fermé de LP(, B, ).

Exercice 4. Soit (2, B, 1) un espace mesuré et soient 1 < p,q,r < 00.

(1) On suppose que % + % = % Montrer que pour tout f € LP et g € L9, on a fg € L" et

(1) 1£gllr < 1 fllpllgllq-
(2) On suppose que =R et pour tout A > 0 on note fr(x) = f(Ax).

(a) Exprimer || fA|l, en fonction de X et || f||,

(b) Montrer que si p,q,r > 1 sont tels que (1) est satisfaite, alors % + % =1

T

Exercice 5. Soit (2, B, 1) un espace mesuré et soient 1 < py,...,p, < oo tels que Y - ; p% =1.
On suppose que pour tout i =1,...,n, f; € LP\. Montrer que f :=[[;_, fp, est intégrable et que
n
1< TT Il
i=1

Exercice 6. Soit p € [1,00). On considére le sous ensemble C' de LP(R, B(R), \) défini par :
C={felPR,BR),N,f>0pp.}.

Montrer que C est d’intérieur vide. Qu’en est-il pour p = +oo ¢

Exercice 7. (Lemme de Riemann-Lebesque). Soit f une fonction intégrable sur un intervalle I de
R. Montrer que

it

Indication : On pourra utiliser un argument de densité.

Exercice 8. Soit (2, F, 1) un espace mesuré et soit f une fonction mesurable sur 2. On suppose
que pour tout n € N, il existe f,, € L™ et gn € L* telles que f = fn+ gn et || fallos <1, |lgnl1 < L.
Montrer que f € L™ et que ||f|loo < 1.
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Exercice 9. Soit J : (1(N) — (*(N)' Uapplication linéaire définie par J(u)(v) = 3, cnUntn pour
tout u € 0+, v € 1.
(1) Montrer que J est linéaire continue et injective

(2) On considére l'espace ¢y des suites admettant une limite en +o00. Montrer que ¢y est un sous
espace fermé de £>°

(8) On consideére ¢ : co — C définie par p(z) = limy, o0 Tn. Montrer que ¢ est continue.
(4) On admet que ¢ se prolonge en une forme linéaire continue sur ¢>°. Montrer que J n’est pas
surjective.

Exercice 10. (1) Soit 1 < p < oco. Montrer que (P(N) est séparable
(2) Monter que £>°(N) n’est pas séparable

Exercice 11. Soit 1 < p < 2, soit p' son exposant conjugué a (% + ﬁ = 1) et soit Q un ouvert de

R% muni de la mesure de Lebesque. On considére Uapplication J : LV (Q) — LP(Q) définie par

J()(g) = /Q fg

pour tout f € LV, g € LP. Le but de cet exercice est de montrer que J est une isométrie
(1) Montrer que J est linéaire continue et que |||J]|| < 1.
(2) On suppose que p = 2. Démontrer que J est surjective dans ce cas.
(8) On suppose désormais que 1 < p < 2
(a) On suppose que pu(S2) est fini
(1) Rappeler pourquoi il existe C' > 0 tel que || f||, < C| f||2 pour tout f € LP. On notera
i Uinjection continue de L* dans LP.

i) Montrer qu’il existe g € L? telle que ¢(i = [, fg pour tout f € L?
Q

1) On considére la suite de fonctions f, = §gp/*21 <mr. Montrer que f, € L? pour
{lgl<n}
tout n et en calculant o(fy), montrer que

/Q\g\p Ligi<ny < llollrsc

. /
(iv) Montrer que g € LP et conclure.
(b) On s’intéresse maintenant au ca ot  n’est pas nécessairement de mesure finie. On note

(i) Pour n € N, on note A,, = {x € Q, n < |z| <n+ 1}. Montrer qu’on peut choisir des
nombres oy, > 0 tels que w =) _yanla, appartienne a L"(£2)

(ii) Montrer que Uapplication 1(f) = @(fw) définit une forme linéaire sur L?.
(iii) Montrer un;il existe G € L? telle que pour tout f € LP telle que % € L? on a
o(f)=[f w

(iv) Montrer que g = g e L¥ et terminer la preuve.

Exercice 12. Soit (Q,F,p) un espace mesuré et p € [1,4+00]. On se donne une suite (f,) de
fonctions de LP(p) et on suppose qu’il existe f € LP(p) telle que fr, = f p-pp et || fallp = [1flp-
n utilisant la convérité de la fonction t — |t|P, montrer que la fonction p, = 2P~ (| fulP +
1) En utilisant | ‘rité de la fonction t — |tP t la foncti 2r=L(1£,|P
[fIP) = |f = fal? vérifie
¢n =0, p—pp.
n appliquant le Lemme de Fatou a ¢, montrer que f, — f dans LP .
2) E li tle L de Fatou a t fi f dans LP



