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Feuille 2 : Test de Schur

(1) Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré σ-�ni et K : Ω × Ω → C une fonction mesurable. On note
TK : L2(Ω,A, µ)→ L2(Ω,A, µ) l'opérateur dé�ni par (TKf)(x) =

∫
Ω
K(x, y)f(y)dµ(y).

On suppose ici qu'il existe une partie dense D ⊂ L2(Ω,A, µ) tel que TKf est bien dé�ni pour
tout f ∈ D.

On suppose qu'il existe une fonction mesurable strictement positive w sur Ω et une constante
C > 0 telles que∫

Ω

|K(x, y)|w(y)dµ(y) ≤ C1w(x) pour presque tout x ∈ Ω(1) ∫
Ω

|K(x, y)|w(x)dµ(x) ≤ C2w(y) pour presque tout y ∈ Ω(2)

(a) Soit f ∈ D. En écrivant pour tout x, y ∈ Ω

|K(x, y)||f(y)| = |K(x, y)|1/2w(y)1/2|K(x, y)|1/2 |f(y)|
w(y)1/2

,

montrer que pour presque tout x ∈ Ω, on a :∫
Ω

|K(x, y)||f(y)|dµ(y) ≤ C1/2
1 w(x)1/2

(∫
Ω

|K(x, y)| |f(y)|2

w(y)
dµ(y)

)1/2

.

(b) En déduire que TK se prolonge en un opérateur borné sur L2(Ω,A, µ) et ‖TK‖ ≤
√
C1C2.

Qu'obtenez vous si K(x, y) = e2iπxy et w(x) = 1 ?

(2) Première application.

(a) À l'aide d'une comparaison série-intégrale, montrer que pour tout i ∈ N∗, on a
∞∑
j=1

1

i+ j

1√
j
≤ π 1√

i
.

(b) Pour tout i, j ∈ N∗, notons K(i, j) = 1
i+j et w(j) = 1√

j
. En appliquant la question 1. avec

Ω = N∗ et µ la mesure de comptage, montrer que l'opérateur H : `2(N∗) → `2(N∗) dé�ni
par

∀x ∈ `2(N∗), ∀i ∈ N∗, (Hx)i =

∞∑
j=1

1

i+ j
xj

est borné sur `2(N∗) et ‖H‖ ≤ π.
(3) Deuxième application. Soit K : R∗+ × R∗+ → R dé�nie par

K(x, y) =
1

x
1y≤x.

(a) Montrer que K /∈ L2(R∗+ × R∗+).

(b) En appliquant la question 1. avec w(t) = t−α et 0 < α < 1, montrer que l'opérateur
A : L2(R∗+)→ L2(R∗+) dé�ni par

(Af)(x) =
1

x

∫ x

0

f(y)dy

est borné et ‖A‖ ≤ 2.

(c) Calculer l'adjoint A∗ de A.
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(d) On admet que AA∗ = A∗A = A+A∗. Montrer que l'opérateur U = I −A est unitaire, où I
désigne l'opérateur identité sur L2(R∗+).

(4) Extension à Lp. Soit 1 < p < +∞ et
1

p
+

1

p′
= 1. On suppose maintenant qu'il existe w1, w2

et C > 0 tels que 0 < w1, w2 < +∞ et∫
Ω

|K(x, y)|w1(y)p
′
dµ(y) ≤ Cw2(x)p

′
pour presque tout x ∈ Ω(3) ∫

Ω

|K(x, y)|w2(x)pdµ(x) ≤ Cw1(y)p pour presque tout y ∈ Ω(4)

Montrez que TK dé�nit un opérateur borné sur Lp(ω, µ).

(5) Troixième application. Soit K : R∗+ × R∗+ → R dé�nie par

K(x, y) =
1

x+ y
.

En prenant w1(x) = w2(x) = x
− 1

pp′ montrer que ‖TK‖Lp→Lp ≤ π

sin(π/p)
.

On pourra ici se ramener par un changement de variable à la fonction β donnée par

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

et utiliser B

(
1

p
,

1

p′

)
=

π

sin(π/p)
qui provient de l'équation fonctionnelle de la fonction Γ

(formule des compléments).

En utilisant hε(x) =

{
x−

1
p +ε pour x < 1

x−
1
p +ε sinon

montrer que ‖TK‖Lp→Lp) =
π

sin(π/p)
.
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