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Feuille 1 : Généralités sur les espaces de Banach

0.1. Généralités.

Exercice 1. On considère la suite de fonctions (fn)n≥1 dé�nies sur [−1, 1] par f(x) =


√
n si x ∈

[
− 1

2n
,

1

2n

]
0 sinon

.

(1) Cette suite converge-t-elle simplement, uniformément sur [−1, 1] ?

(2) Dans quel espace Lp([−1, 1]) converge-t-elle ?

Exercice 2. Montrer que `∞ et `1 sont complets.

Exercice 3. Soit E l'espace des fonctions continues sur [0, 1] muni de la norme

‖f‖1 =

∫ 1

0

|f(t)| dt.

Montrer que cet espace n'est pas complet.

Exercice 4. Montrer que c0 est séparable mais que `∞ n'est pas séparable.
Indication : Considérer l'ensemble des suites à valeurs dans 0 ou 1.

Montrer que L∞ n'est pas séparable.

0.2. Un peu de convexité. On rappelle que l'enveloppe convexe d'une partie A d'un espace vectoriel
E est dé�ni par

convA =
⋃
n∈N


n∑

j=1

λjaj : a1, . . . , an ∈ A, λ1, . . . , λn ∈ [0, 1]

n∑
j=1

λj = 1

 .

Il est facile de voir que convA est le plus petit convexe contenant A.

Exercice 5. (1) Montrez que l'adhérence et l'intérieur d'un convexe sont convexes.

(2) Montrez le théorème de Carathéodory : Si E est de dimension d alors

convA =

d+1⋃
n=1


n∑

j=1

λjaj : a1, . . . , an ∈ A, λ1, . . . , λn ∈ [0, 1]

n∑
j=1

λj = 1

 .

(3) En déduire que dans Rd, l'enveloppe convexe d'une compact est compact.

(4) Soit H un Hilbert, soit (en)n≥1 une base orthonormée de H, et xn =
en
n
. On dé�nit alors

K = {xn, n ≥ 1} ∪ {0}.
(a) Montrer que K est compact.

(b) Soit yn la suite dé�nie par y1 =
1

2
x1, y2 =

1

2
x1 +

1

4
x2 et plus généralement yn =

n∑
k=1

1

2k
xk.

Véri�er que yn ∈ convK, que yn converge vers une limite y /∈ convK.

Exercice 6. Jauge d'un convexe. Soit E un espace de Banach réel et C ⊂ E un convexe ouvert
avec 0 ∈ C. La jauge de C est la fonction E → R+ dé�nie par

jC(x) = inf
{
λ > 0 :

x

λ
∈ C

}
.

(1) Déterminez
{
λ > 0 :

x

λ
∈ C

}
.
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(2) En déduire jC(x) lorsque C est la boule unité de C.

(3) Montrer que, pour tous a > 0, jC(ax) = ajC(x).

(4) Montrer que, pour tous x, y ∈ E, jC(x+ y) ≤ jC(x) + jC(y).

(5) Montrer que jC est Lipschitzienne.

(6) Montrer que C̊ = {x : jC(x) < 1} et C = {x : jC(x) ≤ 1}.
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