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Analyse fonctionnelle Ph. Jaming

Examen, premiére session. Durée 3h.
Les exercices sont indépendants.
Exercice 1. Ascoli
On consideére la suite de fonctions (f,),>1 définie sur [0, +00) par f,,(t) = cos /t + (2nw)2.
(1) Rappelez I’énoncé du théoréme d’Ascoli.
(2) Montrez que pour tous a,b > 0, vVa +b— \/a < 2\[
Indication : On pourra utiliser le théoréme des accroissements finis.
(3) En déduire que la suite (fy,),>1 est équicontinue et tend simplement vers 1.

(4) Montrez qu’elle ne converge pas uniformément vers 1.
Indication : On trouvera t,, tel que f,(t,) = —1.

(5) K ={fn : n>1} est-il compact dans C([0,+00)?
Exercice 2. Banach-Steinhaus.
(1) Rappelez ’énoncé du théoréme de Banach-Steinhaus.
(2) Quel est I'espace dual de £4(N) ? Quel est 'espace dual de ¢*/3(N) ?

(3) Soit (2y,)nen € £4/3(N). Montrez que pour toute suite (y,)nen € £4(N), 3. 2, y, est absolument
convergente.

(4) Soit (2, )nen une suite de nombres complexes. On suppose que, pour toute suite (y, )nen € ¢4(N),
3" 2,y est absolument convergente. Montrez que (z,,)nen € ¢4/3(N).
Indication : considérez

Ty : (yn)nEN S 54(N) — Zmnyn~

Exercice 3. Série de Fourier.
Dans cet exercice, a est un réel, a > 1. On considére la fonction f 1-périodique définie sur R par

ft) = sz
(1) Que pouvez vous dire de la série de Fourier de f.
(2) Déterminez les racines de 22 — 2az + 1 = 0. On notera b celle de plus petit module. Montrez
que 0 < b<1letquez?—2az+1=(z—0b)(z—1/b).
(3) Quelle est la décomposition en éléments simples de
1

22 —2az+1"

(4) En déduire que

1 B 2b b672z71't N 1
a—cos2mt b2 —1 \1—pe—2int 1 _ pe2int | °

(5) Rappelez le développement en série entiére de
que

et son rayon de convergence. En déduire
z

bemﬂ* § bk 21k7rt

be —2imt
Zbk —2ikmt
1 _ be—2z7rt

et que ces séries convergent uniformément.



(6) En déduire que, pour tout t € R

1 2b k| 2iknt
(0.1) :b2—1zb‘ le

a — cos 27t
keZ

et que cette série converge uniformément.

(7) En déduire que
oplkl+1

arl(f) = 32—

et que (0.1) est la série de Fourier de f.

Exercice 4. Série de Fourier et inégalité de Hilbert.
Dans cet exercice, on note

N
E Ak = E § Qj k-

j#ke{—N,...,N} j=—Nke{—N,...,N}\{j}
Soit f la fonction 1-périodique définie par f(0) =0 et f(¢t) = 7 — 2nt pour ¢ €]0, 1], .

(1) Représenter graphiquement f. Sans la calculer, que pouvez-vous dire de la convergence de la
série de Fourier de f ? (précisez le(s) théoréme(s) du cours qui vous permet(tent) de justifier
cette convergence).

(2) Calculez les coefficients de Fourier de f.

(3) Soit maintenant (aj)rez une suite a support fini, et N tel que a; = 0 si |k| > N. Soit P(t) =
ij:_ N ape?™ le polyndme trigonolétrique associé. Montrer que

> a]a’“ /\P J2£(2)

j#ke{—N,. N}

Indication : Ecrire |P(t)|?> = P(t)P(t) comme une somme double.
(4) En déduire que

ajak 2
< ag
Y = Z acl?.
i#kE{~N,...N}
(5) Soit maintenant (ay)xez € ¢?(Z), montrez que la limite

a;ag . ajag
PRI SR
J— ko Nﬁ+oo]¢ke{7N}m’N} Jj—k

existe et que
a;ak 2
D g <2 ladl”
j£k ez
Exercice 5. Série de Fourier et inégalité du grand crible

(1) Soit f une fonction 1-périodique continue. Montrez que

/a ) ar

ne dépend pas de a.
(2) Soit a € R et h > 0. Montrer que pour toute fonction g de classe C! sur [a — h,a + h]

1 a+h 1 a+h ,
@l <5p [ el [ gl

a—h —h
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Indication : introduire la fonction p définie par
() = t—a+h poura—h<t<a
pE = t—a—h poura<t<a-+h

a+h

puis intégrer par parties / p(t)g'(t)dt. 1l est prudent de représenter graphiquement p.
a—h

(3) Soient P un polynome trigonométrique de degré N, P(t) = EszfN ape?™  Soit § > 0 et
prenons K points de t; < -+ < tx de [0,1] tels que tpy1 —tp > 0 et tx < t; + 1 — 6. Ainsi
dist(t; —tg,Z) > 6 si j # k.

Nous allons maintenant utiliser g(t) = |P(t)|> = P(t)P(t) et h = §/2.

(a) montrer que les intervales [ty — d/2,t; 4+ 0/2] sont 2 & 2 disjoints et inclus dans un intervalle
de longueur 1.

(b) Déduire des 2 questions précédentes que

K 1 1
2 1 2 /
SoIPwl < 5 [ P@R e+ [ ip@lP )

/O\P(t)| dt et /O|P(t)| dt

en fonction des ai. En déduire que

(4) Exprimer

N

/1|P’(t)|2dt§(27r]\7)2 Z |ag|?.
0

k=—N

(5) En déduire que

1 N
/ [P(t)]|P'(t)]dt < 27N Y |agl*.
0 k=—N

(6) En déduire I'inégalité
K
02) S P05 +2m) 3 Z .
k=1

(7) On considére maintenant un polynéme trigonométrique & P termes P(t) = ZkM:J;\jVH aie
En déduire que

2imkt

K M+N
> PG < (G+78) 3 Il
k=1 k=M+1



Solution de ’exercice 1

(1) Soit f défini sur |0, +o00) par f(t) = v/t. Comme f est de classe C* avec f'(t) = 1/2v/t, I'inégalité
des accroissements finis se lit

1 b
0< fla+b) — fla)<(a+b—a) su _— =
f( ) f( ) ( )te[a,f+b] 2\/i 2\/6

(2) Mais alors, en utilisant & nouveau l'inégalité des accroissements finis et le fait que la dérivée de
cos est sin et est donc bornée par 1

s—t 1
0.3 n(8) — ()] < 2nm)?2 — £/t + (2 2<7‘ < —ls—t.
03) nls) = Ful)] < 1V/5 T @rm — VEF @il < < s
Soit alors € > 0 et n = 4me. Si |s—t| < ), alors pour tout n > 1 (0.3) implique | f,,(s) — fn ()] < e.
Par ailleurs, en utilisant (0.3) avec t = 0 et en remarquant que f,(0)cos2nm = 1, on a pour
s fixe,

s
n(s)—1<—=0
) =11 =
donc f,(s) = 1 quand n — +oo. Ainsi f, — 1 simplement.

(3) 1l suffit de prendre t,, tel que \/t,, + (2n7)2 = 7+2n7 soit t,, = (7+2n7)? —(2n7)? = (4n+1)7>
et alors f,(t,) = cos(m + 2nm) = —1 donc || f,, — 1||cc = 2 et f,, ne converge pas uniformément
vers 1.

(4) La question précédente montre qu’en fait aucune sous-suite de (f,) ne peut converger unifor-

mément vers 1, or 1 est la limite simple d’une telle sous-suite, donc (f,,) n’a pas de sous-suite
convergente. Ainsi K n’est pas compact.

Solution de I’exercice 2
Comme 1 + 1= 1, le dual de ¢4(N) et ¢*/3(N) et vice-versa. De plus linégalité de Holder montre
que
D l@ayal < M@a)llgasall(gn)lgaey < +o0
n>0

donc la série > x,y, est bien absolument convergente.
N

On considére ensuite T (y,) = Z TnlYn, qui est clairement linéaire et borné puisqu’avec Holder,

n=0

N 3/4
TNl = sup < <Z |$n|4/3> :
n=0

(yn)€l*:[l(yn)lpa <1

De plus, en utilisant le cas d’égalité de Holder (puisque (&,) € £*/3 lorsque &, = z, si n < N et
Zn, = 0 sinon), on voit qu’il existe une suite (y,,) pour laquelle

N 3/4
ITn |l = (Z Iwn|4/3> :

n=0
N
Mais, pour tout (y,,) € ¢4, T (yn) = Z ZnYn st borné puisque Y 2, Y, converge donc sup y [T (yn)| <
=0
" N 3/4
+00. D’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus (ano |xn|4/3> = supy ||Tn] < +oo ce qui im-
plique

+oo
S fealt < oo
n=0

donc (z,,) € £4/3,



Solution de I’exercice 3

(1) Comme a > 1, f est de classe C donc, d’aprés Dirichlet, sa série de Fourier converge uniformé-
ment vers f.

(2) Le discriminant est 4a? — 4 donc les racines sont a — vaZ — 1 et a + Va2 — 1. Clairement
a+vVa?—1>a—+vVa?>—-1>0doncb=a—+va?—1et (a++va%2—1)(a—+va?—-1)=1donc
a++va®—1=1/b. Comme 1/b>bon ab < 1. Enfin, les racines de 22 — 2az + 1 sont b et 1/b
donc 22 — 2az+ 1= (2 — b)(z — 1/b).

(3) On écrit

z _ z o« I}
22 -2az+1 (2—-b)(z—1/b) z—b+z—1/b
donc en multipliant par z — b et en faisant z = b on trouve
b b?
b—1/b -1  1-b2
et en multipliant par z — 1/b et en faisant z = 1/b on trouve
/6 1
1/b—b 1-02

o =

o=

donc

z _ z 1 1 b?
22-2az+1 (2-b)(z—1/b) 1-—0b2 (z—l/b z—b>
(4) On écrit
1 _ 1 _ 9e2imt
a— cos2nt  a— e2int /9 _ g=2imt /9 T 9ge2int _ odimt _ 1°
2imt

En posant z = ¢ on reconnait ’expression précédente (& un facteur —2 preés)

1 =2 LS W T
a—cos2mt 1 —b2 \e2imt —1/p 2wt —p ) 1 —b2 \1—be-2int = ] — pe2int

et en factorisant b, on trouve le résultat.

(5) On a =
converge normalement sur tout disque fermé de centre 0 de rayon r < 1. En particulier, elle
converge normalement sur le cercle de centre 0 de rayon 1. Cela montre que

Z z et cette série entiére a pour rayon de convergence 1. En particulier, elle

1 =
_ k _2ikmt
]__beQiTrt_Zbe ’
k=0
et
k _—2ikmwt
1 _ be—2z7'rt Z b
donc

be —24mt
Z bk+1 —2i(k+1)m Z b[ —2idmt
1 — be— 1 _ heo—2imt
en posant { = k + 1. Ces deux séries convergent normalement donc uniformément.
(6) En sommant ces deux séries, on trouve (0.1).
(7) Comme la série converge uniformément, on peut intervertir intégration et sommation donc

2b sy ; 2b
Cé(f) > Z b\k\ / e?zkﬂ-te—erth dt = = 1b|£|

b_lkeZ 0

ce qui montre que (0.1) est bien la série de Fourier de f.



Solution de ’exercice 4

(1) Clairement f est C' par morceaux avec une discontinuité aux entiers ot elle est dérivable a droite
et a gauche. De plus f(0T) + f(07) =0 =2f(0). D’aprés le théoréme de Dirichlet, Sy (f) — f
simplement (et dans L?).

(2) Pour k=0,
! 1
co(f):/ m—2ntdt = [77(75—752)]0:0

0
et, pour k # 0 avec une intégration par parties,

1 1
; 1
= — 9t —2imkt dt = | — — 9t —2imkt / —2imkt dt
/) /0 (m = 2mile { ik 7 2m0)e T,
L ik 1
—- (% 1) = —
2z'k:(6 +1) ik

1
puisque ef2i7rk — (672i7r)k — 1. Notez que / 672i7rkt dt = <1’ 62i7rkt> —0.
0

(3) On écrit
PO =POPH= Y a0
jk€{—N,.,N}
donc (on peut intervertir sommation et intégration car ce sont des sommes finies)

1
/|P 2F(t) 3 aj@/ 2im(i—k)t gy
0

jk€{~N,..,N}

= Y amasn= Y s

J,k€{=N,...,N} Jj#ke{-N,...N}
. a;ay
D SR =
j#k€{-N,...N}
Le résultat en découle en prenant le module.
(4) Comme |f(t)] <, on en déduit

> R Yl

j#ke{—N,...,N} J (=—N

(5) Soit (Hy)n>o la suite de terme général
a;ap
Hy = L
N Z i—k
j#k€{-N,...,N}

Pour montrer que (Hy) est convergente, il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy. Mais, pour
N>M

a;ay a;ay
H~ — H — J _ J
R Y D
j#ke{—N,...,N} j#ke{—M,...,M}

_ Z C.ljiaiz <7 Z lag)* < Z |a,l?

j#kE{~N,...N}\{~M,... .M} M<[(<N o> M

en appliquant la question précédente a la suite a définie par a; = 0 si |k| < M et a = ay, sinon.

Soit alors € > 0, comme (a) € 2, il existe M. tel que si M > M., alors Z lag|? < e donc
|€|>M
si NJM > M., |Hy — Hyr| < we, ce qui montre que (Hy) est bien de Cauchy.
6



Enfin, comme pour tout N,
Hy|<m Y lal> <7 Jadl?,
le|<N (€Z

en passant a la limite, on a bien

> <Y fal®

i) ez

Solution de ’exercice 5
(1) Comme f est continue, sa primitive F' donnée par F(x fo t)dt est de classe C! et
faaﬂ f(t)dt = F(a+1) — F(a). En dérivant par rapport a a on obtlent fla+1)— f(a) =0 par
1-périodicité de f. Ainsi F'(a + 1) — F'(a) est bien constante.

(2) La seule difficulté est de remarquer que p a une discontinuité en a. On écrit alors

a+h a a+h
| emgwar = [ smgwars [ owgoar

—h a
at+h

a

| g o) Lﬁﬂﬁmmﬂ

a+h
2hg(a) — / g(t) dt.

—h
On en déduit que
1 a+h 1 a+h
= — t)dt + — t)dt.
o) = g7 [ g @ars g [ a0
Comme |p(t)| < h, I'inégalité triangulaire donne

l9(a)] < 1j/a+h|’a>hh-+1‘/W+h|<w|dt
2/ .Y on [, W

(3) En appliquant ceci avec h = §/2 et g(t) = |P(t)|* = P(t)P(t) donc

J(t) = P()PT) + P'(6)P(0) = 2Re (P(t)P(D)
d’ou |¢'(t)| < 2|P(¢)||P’(t)| on en déduit que
, 1 trt8/2 , 1 tht8/2 /
P(t)? < A;szma+6écmmwwwwﬁ

On remarque ensuite que si j > k, t;—t, > 0 donc t,+0/2 < t;—0/2 et alors [t, —0/2,t,+6/2]N
[t;—0/2,th+06/2] = 0. De plus [t), —6/2,tx+06/2] C [t1—6/2,tx +6/2] C [t1—6/2,t1+1—6/2],
un intervalle de longueur 1. En sommant on a donc

K , 1 K tk+5/2 2 tk+5/2
P < Pt
S rml < 53 | \dHWES/ O11P(0) i

k=1 tr—0/2 t— 5/2

IN

PP dt+ 5 [P()]P'(t) dt

O JUI, [ti—0/2t046/2]

1
/ PP dt+ & / P(1)] P! ()t
[t1—5/2,t1+1—6/2] 0 Jiti—5/2,41+1-6/2]

_ /\P |2dt+5/|P ) 1P/ ()] dt

avec la premiére question.

2

2|

2 JUE [tk —5/2.t046/2]
1

2

IN



(4) Avec Parseval, f01 |P(t)[2dt = Son__y lax|?. Par ailleurs, P'(t) = Yoy 2imkage®™* donc
avec Parseval

1 N N
/ POPd= S Bl <4282 Y
0 k=—N k=—N

(5) De Cauchy-Schwarz, on déduit que

/ PP 0] dt = (/ PP dt)m (/ 1 |P’<t>|2dt)1/

avec la question précédente.

2 N
<2rN > akl?
k=—N

(6) 11 suffit de combiner les trois questions précédentes pour obtenir (0.2)
(7) Si N est paire, on écrit N = 2N et, en posant k = M + N + j et ap; =0
M+2N N

P(t) = Z ake%wkt — 2im(M+N)t Z ak+M+N€2i7rjt — 2im(M+N)t P
k=M j=—N
Le facteur ™ (M+N)t disparait lorsqu’on ne considére que le module de P : |P| = |P| et on

applique (0.2) a P ce qui donne

K 1 N 1 ~ M+N
S O IP(t))? < (5 +27TN> > Jarsaran? = (5 +7TN> >l
k=1

k=—N k=M+1

Si N est impaire, on écrit N = 2N + 1 et, en posant k= M +1+ N +j

M+2N+1 N
2inkt 2im(M+N)t 2imjt . _2im(M+AN-+1)t 5
P(t) = E ape?imkt = g2im(M+N) E apaprr1ane”™ =€ in(M+N+1t P,
k=M+1 j=—N

On applique a nouveau (0.2) a P ce qui donne

M+N

K N

1 1 -
S PP < (5+208) Y s < (3478) Y ja
k=1 k=—N

k=M+1



