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CHAPTER 1

Topologie en dimension infinie

1. Compacité

1.1. Définitions et premiéres propriétés. Commengons par la définition topologique d’un en-
semble compact (au sens de Borel-Lebesgue):

DEFINITION 1.1. Soit (X, d) un espace métrique complet. On dit que X est compact si de tout

recouvrement de X par des ouverts de X, X = U U;, U; ouvert, on peut extraire un sous-recouvrement
el
fini: X = U U; avec F C I, fini.
icF

Notons qu’en passant au complémentaire, X est compact si de toute famille de fermés d’intersection

vide, ﬂ F; = 0, F; fermé, on peut extraire une sous-famille finie qui soit d’intersection vide: il existe
il
F C I fini tel que ﬂFi:(Z).
ieF
Avant d’explorer cette notion et son utilisation, rappelons le résultat suivant du cours de topologie:

THEOREME 1.2. Soit (X, d) un espace métrique complet. On a équivalence entre les proprétés suiv-
antes:

(1) X est un espace compact.

(2) X est totalement borné: pour tout € > 0, il existe FF C X fini tel que X = U B(x,¢).

zeF
(3) X est séquentiellement compact (compacité de Bolzano- Weierstrass) pour toute suite (zp)n>1 C

X, il existe (ny)g>1 une suite strictement croissante d’entiers tel que (xy, )i converge dans X.

REMARQUE 1.3. Un ensemble totalement borné est borné: en effet, il existe E fini tel que X =
U B(xz,1). Soit 29 € E et R = max,ep d(xo,x) alors, si y € X, il existe z € E tel que d(z,y) < 1. Mais

zeFE
alors d(zo,y) < d(zo,z) + d(z,y) < R+ 1 cest-a-dire y € B(zg, R+ 1).

REMARQUE 1.4. Fréquemment X C E ou F est un espace métrique complet (par exemple, un espace
de Banach). On note d la distance sur E qui est aussi la distance sur X. Rappelons que les boules
de X sont alors les boules de E restreintes & X: Bx(z,r) = Bg(z,r) N X. Par exemple, dans [0, 1],
[0,1/2) = (—1/2,1/2) N[0, 1] est une boule ouverte.

On dira alors que X est totalement borné si, pour tout € > 0, il existe F fini tel que X C U Bg(z,¢)

zEF
ce qui implique que X = U Bg(z,e)NX = U Bx(z,¢).
zeF zeF

Enfin, rappelons que si X C E avec E complet, alors X est complet si et seulement si X est fermé

dans F.

COROLLAIRE 1.5. Soit (X, d)un espace métrique compact. Alors X est séparable.

Rappelons que X est séparable s’il existe un ensemble dénombrable dense D dans X. Ainsi, pour
tout & € X et tout € > 0, il existe un élément x. € Dtel que d(z,z.) < e.

5



6 1. TOPOLOGIE EN DIMENSION INFINIE

DEMONSTRATION. Il est facile de construire cet ensemble: pour n € N*, il existe un ensemble fini F),

tel que X = U B(z,1/n). Alors D = |J
zeF,

d’ensembles finis. O

nen- P est dense et dénombrable puisque réunion dénombrable

EXEMPLE 1.6. Dans R, tout intervalle fermé borné [a, b] est compact.

Il y a deux fagons de faire cela: en montrant que [a,b] est séquentiellement compact. On prend
une suite (x,,) € [a,b] dont on va extraire une sous-suite de Cauchy qui est donc convergente. Quitte &
remplacer x,, par a + £2=%, on peut supposer que [a,b] = [0, 1].

On pose Iy = [0,1] et on découpe Iy en deux intervalles de longeur 1/2, [0,1/2] et [1/2,1]. L’un
au moins des deux, qu’on notera I; contient une infinité de termes de la suite (zp,)nen t.e. N3 = {n €
N,z, € I} est infini. On pose n; = min N;. Puis on recommence en découpant I; en deux intervalles
de longueur 1/22. L'un au moins des deux, qu’on notera I contient une infinité de termes de la suite
(n)nen, i.e. No={n € Ny \{ni1},z, € I;} est infini. On pose ny = min No.

Par récurrence, on construit ainsi une suite Nj de parties emboitées de N et une suite strictement
croissante nj, = min N, Nji1 C Ni \ {nx} et une suite d’intervalles I de longueur 27% telle que
(Zn)nen, C Ir. On vérifie immédiatement que (z,, )i est une suite de Cauchy donc converge.

Alternativement, il est bien plus rapide de remarquer que [0, 1] est totalement borné (et complet

puisque fermé dans R qui est complet). En effet [0,1] = U?:El [2774,27™(j + 1)] est un recouvre-
ment par des boules fermées de diametre 27™. Si on veut un recouvrement par des boules ouvertes, il
suffit de légerement augmenter leur diametre, par exemple en remplacant chaque [27"5,27"(j +1)] =
[277(j +1/2) =271, 27" (j +1/2) + 27"~ 1] par (27" (j+1/2)—2""" /2, 27" (j+1/2)+27 "~ V/2)No, 1].

D’autres exemples s’obtiennent par produit:
LEMME 1.7. Soient X,Y deux espaces métriques compacts. Alors X XY est compact.

REMARQUE 1.8. Il faut munir X x Y d’une distance telle que (x, yx) converge si et seulement si (zy)
et (yx) convergent toutes deux. Le plus simple est de prendre d((z,y), (2/,y")) = max(dx (z,y), dy (2',y"))
Dans ce cas Bxxy ((z,y),r) = Bx(x,7) x By (y,r). Il est alors facile de voir que X x Y est complet si
X et Y le sont.

DEMONSTRATION. Soit ((zx,yx)), une suite d’éléments de X x Y, comme ()5 est une suite de X,
elle admet une sous-suite (z,,1) qui converge. Comme (y,,1 ) est une suite de Y, elle admet une sous-suite

(yni) qui converge et, évidemment, (gcni) converge encore. Donc ((xni7ynz)) . converge et X x Y est
bien compact. O

EXEMPLE 1.9. Dans (R?, || - ||oo), les boules fermées [~ R, R]? sont compactes.

11 se trouve que ce lemme se prolonge aux produits finis, mais aussi aux produits infinis, X = [] jed X;
ol chaque X est un espace topologique. Nous reviendrons au paragraphe suivant sur le cas des produits
dénombrables d’espaces métriques compacts, mais avant cela, mentionnons a titre culturel le cas général.

Un élément de X est donc une famille z = (z;);cs avec z; € J et on note z; = p;(z) (la projection
de z sur X;). On eut munir X d’une topologie, appelée topologie produit. C’est la topologie la moins
fine (i.e. celle qui a le moins d’ouverts possibles) pour que toutes ces applications soient continues. On
peut montrer que les ouverts sont précisément les ensembles de la forme suivante: il existe F' C J fini tel
que 0 =J[;c; Aj avec A; = X; sl j ¢ F et Aj est un ouvert de X sij € F.

THEOREME 1.10 (Tikhonov). Si chaque X; est compact, alors X =[], ; X; est compact.

Ce théoréme sort (largement) du cadre de ce cours est nécessite axiome du choix, et lui est méme
équivalent. Toutefois, une démonstration plus simple est possible lorsque J est dénombrable et que chaque
X est un espace métrique.

On suppose donc que, pour j € N, (Xj,d;) est un espace métrique compact et X = H;io X;. Les
éléments de X sont donc des suites = (z;);jen dont le j-ieme terme appartient a X;. Commencons par
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définir une distance sur X par
min(d;(z;,y;),1
d(aay)——g (d; (x5 4; )

2J+1

Jj=0
On vérifie sans peine que d est bien défini et est une distance sur X.

On peut montrer comme suit que cette distance définit la topologie produit. Il est facile de voir que,
pour tout j, x — x; est continu. En effet, si e > 0, e < 277! alors si d(z,y) < e donc

min(dj(xj, Yji)s 1)
9j+1

S d(x7y) < 2j+1 N
Ainsi, tout d’abord d;(x;,y;) < 1 et ensuite d;(z;,y;) < 2"d(z,y) = 0 quand © — y. Cela signifie que
cette topologie est plus fine que la topologie grossiere

Par ailleurs, B(xz,¢), x € X et € > 0 une boule de X. Soit N un entier tel que Zj>N 2797t < ¢/2.
Siy e [[X; est tel que pour j =0,...,N d;(yj,z;) < /2 i.e. y; € Bj(z;,e/2) (une boule de X, et
y; € X, arbitraire pour 7 > N alors

d(z,y) = Z min(d;(y;,z;),1) N Z min(d; (y;, x;),1)

2-3—1 2-J-1
J<N i>N
€/2 1
< D Tt
J<N J>N

£ — 1 €

Ainsi B(z,¢) contient la boule H Bj(zj,e/2) | x H X; de la topologie produit. Cela signifie que
J<N j>N
cette topologie est moins fine que la topologie grossiere.

THEOREME 1.11 (Théoréme de Tikhonov dénombrable). Pour j € N soit (X, d;) un espace métrique
compact. Soit X = HjeJ X; muni de la distance que nous venons de définir. Alors X est compact.

PROOF. Maintenant que X = [[ X, est un espace métrique, on peut utiliser le fait que les compacts

sont les compacts séquentiels. Soit donc (z(*)),ey une suite d’éléments de X. Chaque z(*) est lui-méme

x(()k),a:gk), ...) avec xgk) = pj(x(k)) € X;. Comme X est compact, il sera possible d’en

(k))

J Jkel;”
— chaque I; C N est infini;
—Ij41 C I et, en posant n; = minl;, nji1 > ny;

une suite z(*) = (

extraire une sous-suite (x Nous allons maintenant construire les I; de la facon suivante:

— pour chaque j, il existe x; € X; tel que z; =  lim xg.k) = lim p; (z(k)).
k — 400 k — +o0
ke I] k€ Ij
On commence par (po(x(k)))keN C Xp. Comme X est compact, on peut extraite une sous-suite

convergente de cette suite. En d’autres termes, il existe Iy C N infini tel que zg = lim .Z'(k))

k — 400 Po(
kel

existe. ~

Supposons maintenant Iy, Iy, . .., I; construits. On considere alors I; = I;\{n;} et la suite (pj+1(xk))k€fj
de X;41. Comme X,;; est compact, on peut en extraire une sous-suite convergente: il existe donc
Iiy1 CI; C I (ce qui garanti min I3 > min[;) et x4 = lim, Lo pjt1(z).

ke Ij+1

Enfin, on considere la suite (z(™));>0 qui est une suite extraite de (z*))z>o. Montrons qu’elle

converge vers z := (z;);jen. Tout d’abord, comme (z("*));>; est une suite extraite de (z(*))cr, on a
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Dj (x(”’“)) — x; pour tout j. Fixons alors € > 0 et prenons N assez grand pour que Zj>N 279t < ¢g/2.

Il existe ensuite K tel que, si kK > K, pour tout j < N on a d; (pj (:c("k)),xj) < £/2. Mais alors

n dj(pj (™)), x; 1
d(m( k)’x) < Z J(J(2j+1) J)+22j+1

j<N J>N
€ 1 €
S 52 gmtzse
I<N

On a donc bien z(") — 7. O

La démonstration précédente porte le nom de procédé diagonal de Cantor. Nous utiliserons ce
résultat dans la (deuxiéme) démonstration du théoreme d’Ascoli. Pour comprendre I'idée, imaginons
qu’on représente le procédé d’extraction dans un tableau. On met la premiere suite extraite dans le
premiere colonne, la deuxieme suite dans la deuxieme colonne et ainsi de suite... La suite extraite choisie
est la suite des éléments de la diagonale.

Le lemme suivant permet d’obtenir beaucoup d’autres exemples:

LEMME 1.12. Soit (X,d) un espace métrique complet. Si X est compact alors toute partie fermée E
de X est encore compacte.

DEMONSTRATION. Soit (z,,) une suite de E alors elle admet une sous-suite (z,, )x qui converge dans
X i.e. il existe x € X tel que limz,, = . Comme E est fermé, x € E donc la sous-suite (z,, ), converge
dans 0

EXEMPLE 1.13. Dans (R, || - ||o), X est compact si et seulement si X est fermé borné.

En effet, un compact est complet donc fermé dans R¢ et totallement borné donc borné. Réciproquement,
si X est borné, il est inclus dans un [~ R, R]? qui est compact. Si X est de plus fermé, il sera alors compact.

COROLLAIRE 1.14. Soient (X, d), (Y,d) deux espaces métriques complets et f: X —Y une fonction
continue. Si X est compact alors f(X) aussi. En particulier f est bornée

DEMONSTRATION. Soit (y;,) une suite de f(X). Il existe donc z,, € X tel que y, = f(z,). Comme
X est compact, on peut extraire une sous-suite convergente (z,, ). Par continuité, y,, = f(z,,) converge
également.

Alternativement, si (V;);es est un recouvrement ouvert de f(X), alors U; = f _I(Vi) est ouvert et
(Uy)icr recouvre X. Comme X est compact, on peut extraire un sous-recouvrement fini (U;);ec p recouvre
X et alors (V;);er recouvre encore f(X).

Pour la deuxieme assertion, rappelons qu’un compact est totalement borné donc borné, en particulier,
f(X) est borné, c’est-a-dire que f est borné. O

COROLLAIRE 1.15. Soit (X,d), un espace métrique complet et f : X — R une fonction continue. Si
X est compact alors f est bornée et atteint ses bornes.

DEMONSTRATION. On a déja montré que f est bornée, donc M = sup f et m = inf f existent (et
sont finis). Par définition, pour tout n, il existe x,, € X tel que M — 1/n < f(z,) < M. Par compacité
de X, on peut extraire une sous-suite convergente (z,, ) de (z,). En notant  sa limite et en passant a
la limite dans inégalité M — 1/ng < f(z,,) < M on trouve f(z) = M. Le raisonnement pour 'inf est
similaire. (]

Donnons un deuxieme exemple d’application de la compacité aux fonctions continues:

PROPOSITION 1.16. Soient (X,dx), (Y,dy) deuz espaces métriques complets et f : X — Y wune
fonction continue. Si X est compact alors f est uniformément continue.

DEMONSTRATION. Soit € > 0. Si f est continue, pour tout x € X, il existe n, > 0 tel que, si
dx(z,y) < 2n, alors dy (f(y), f(z)) < e.

Remarquons que | J, . x B(z,7,) est un recouvrement ouvert de X, il existe donc £ C X fini tel que
U.cr B(x,1,) recouvre encore X. Soit n = inf,cp 1,, comme E est fini, > 0.
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Soient maintenant y,z € X avec dx(y,z) < 7. Comme (J,; B(z,7,) recouvre encore X, il existe
x € Etel quey € B(z,n,) i.e. dx(z,y) < n,. Parailleurs, dx(z,2) < dx(z,y)+dx(y,z) < ny+n < 2n,.
Par définition de 7,, on a donc dy (f(y), f(z)) < e et dy (f(z), f(z)) < e. Avec linégalité triangulaire,
on en déduit que dy (f(y), f(z)) < 2e d’ou 'uniforme continuité. O

Continuons avec les applications. Rappelons que deux distances d, d’ sur un espace métrique X sont
équivalents s’il existe C' > 1 tel que, pour tous z,y € X

2 (a,y) < dlw,y) < Cd(2,y).

Il est facile de voir que deux distances équivalentes définissent les mémes suites de Cauchy et les mémes
suites convergentes. En particulier, s’il est complet pour une distance, il I’est aussi pour I'autre. De plus,
si X est totalement borné pour la distance d, i.e. pour € > 0, il existe un recouvrement fini de X par des
boules (pour d) de rayon ¢, X =, B(x,¢). Mais

B(z,e) ={y :d(z,y) <e} c {y : C7'd'(z,y) < e} = B'(x,Ce)

donc X = J,cp B'(x,Ce). Ainsi X admet aussi des recouvrements fini par des boules pour d’ de rayon
arbitrairement petit et X est encore totalement borné pour d’. Donc (X, d) est compact si et seulement
si (X,d’) est compact.

Par exemple, on peut munir C? de deux normes naturelles

z :m‘éx zi| and ||z m‘éxmax Rz, [Im z;
0o =1 J 7,00 =1 J J

la seconde revenant & identifier C* avec R??. Pour la seconde, on sait donc déja que les compacts sont
les fermés bornés. Mais ces deux normes sont équivalents puisque ||z||, . < |zl < V2||z|, ... Ainsi,

dans (CY,||-|| ) aussi, les compacts sont les fermés bornés.
THEOREME 1.17. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Sur E toutes les normes sont
équivalentes. Les parties compactes (quelle que soit la norme sur E) sont les parties fermées bornées.
DEMONSTRATION. Commengons par fixer une base (eg,...,eq) et munissons E de la norme ||z| =
d . . . .
szzl zje; H = max;—1,..d |xj| quand & = Y x;e;. Ceci permet d’identifier E avec R muni de la norme
| - |loo si E est réel et avec R? muni de la norme | - ||o si E est complexe. Dans la suite, nous allons
supposer que F es réel, le cas complexe étant simimaire. On a déja vu que dans (R%, || - ||« ) les compacts
sont les fermés bornés.
Montrons maintenant que toutes les normes sont équivalentes, cette propriété ne dépendra donc plus

de la norme choisie.
Soit ||-|| une norme sur C%. Alors, en écrivant = = > x;¢;

d d d
Z%’@i < Z|I1|||€z|| < <Z ||€z||> 2]l o -
i=1 i=1 i=1

Cela montre de plus que z — ||z] est continue (R%, ||-|| ) — R puisque [z — y|| < (ZL |\ei||) lz =yl —

]| =

0 quand z — y. Par ailleurs, S = {z € R? : ||z||_, = 1} est fermé dans la boule unité et est donc compact.
Ainsi, ||z|| atteint son minimum m sur S en un point xg € S: m = ||zp|| > 0 puisque zy # 0. Mais alors,

siz € RY soit © = 0 et [|z] = ||lz]|,, = 0 soit & # 0 et alors

H = 1 donc

H > m d’ou

T T
[P (/P

] = mllz -

COROLLAIRE 1.18. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et X C E. Alors X est
totallement borné si et seulement si X est borné.

DEMONSTRATION. On a déja vu que si X est totallement borné alors X est borné. Inversement, si X
est borné alors son adhérence X est fermée bornée. Ainsi X est compact donc totalement borné. Ainsi,

pour tout € > 0, il existe une partie finie F' de X telle que X C U.ecr B(,€). Mais pour chaque = € X,
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il existe y, € X tel que x € B(ys,€) et alors B(z,¢) C B(yz,2¢). On écrit alors F={y, :xz€F}eton
aX CX ClU,cpB(x,2¢). Ainsi X est totalement borné. O

Notons qu’en modifiant légerement ’argument ci-dessus, on peut montrer que X est totalement borné
si, pour tout € > 0 il existe F' C E fini (pas forcément F' C X) tel que X C U B(z,e).
zEF

COROLLAIRE 1.19. Soit T : R?* — RP une application linéaire, alors T est continue.

DEMONSTRATION. 11 suffit que ce soit vrai pour R? et R” muni chacun de sa norme [|-|| .. On note
[ai j]1<i<D1<j<d la matrice de T dans la base canonique et = (z1,...,24) € R%. Alors

d d
Tx = E alijj,..., E aD,jacj
j=1 j=1

donc
d d
Tzl = sup |Y aigzs| < sup > laglla]
i=1,...,D |= i=1,...,D “—
j=1 Jj=1
d
< | osup D aigl | el
i=1,...,D
Jj=1
comme annoncé. O

Nous avons vu au premier semestre des exemples de normes non-équivalentes et des exemples d’applications
linéaires non continues en dimension infinie. Les choses se compliquent donc en dimension infinie et cela
provient du manque de compacité de la boule unité.

EXEMPLE 1.20. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie, alors la boule unité n’est pas
compacte:

Quitte a passer a un sous-espace séparable, on peut supposer que H lui-méme est séparable. Alors H
admet une base orthonormée (e, )nen. En particulier |le,|| = 1 ¢’est donc une suite dans la boule unité.
Mais, pour n # m

len = eml* = lleall® + lemll* — 2R(en, em) = 14+1-0 =2

donc on ne peut pas extraire de sous-suite de Cauchy de (e, )nen, a forciori de sous-suite convergente.
Ce cas est typique de la dimension infinie:

THEOREME 1.21 (Riesz). Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. On a équivalence entre

(1) La boule unité fermée de E est compacte;
(2) E est de dimension finie.

DEMONSTRATION. On a déja vu que si E est de dimension finie, alors la boule unité fermée de E est
compacte. Dans le cas ou E est un espace de Hilbert, cela provient de ’existence de bases orthonormées
qui elle-méme provient de l’existence de projections sur des sous-espaces fermés. La démonstration va
consister en une construction d’une suite infinie équidistante. Celle-ci va résulter du lemme suivant:

LEMME 1.22. Soit E un espace vectoriel normé et F' C E un sous-espace fermé strict, F # FE. Alors
il existe xg € E\ F avec ||zo|| =1 et, pour tout y € F, ||z —y| > % i.e. dist(xo, F) > 7

Si F' est de dimension finie (donc nécessairement fermé), on a méme dist(zg, F') > 1.

Montrons d’abord que ce lemme permet de conclure.

Soit x1 € E avec ||z1]] = 1 et appliquons le lemme a F} = Vect(z1). Il existe alors xo € E avec

lz2|l = 1 et ||zg —21]] > 1. Appliquons le lemme & F» = Vect(x1,z2). Il existe alors x3 € E avec
llzs|l = 1 et dist(xs, F3) > 1, en particulier ||xo — z1]] > 1 et ||zg — 21| > 1.
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Une fois x1,...,x, construits, on applique le lemme & F,, I'espace engendré par les vecteurs déja
construits, F,, = Vect(z1,...,z,). Comme F est de dimension infini, F,, # E et F,, est évidemment fermé
puisque de dimension finie. On obtient donc un vecteur x,11 € E avec ||xp11]] = 1 et dist(xpy1, F2) > 1
donc ||xp41 — ;]| > 1 pour j =1,...,n.

On a ainsi construit une suite (z,,),>1 de la boule unité de E qui vérifie ||z, — Zn|| > 1sin # m. Une
telle suite ne peut contenir de sous-suite convergente donc la boule unité de F n’est pas compacte. [

DEMONSTRATION DU LEMME. Soit x € E'\ F et

d = dist(z, F) = inf |lz —y]|.
ist(z, F) = inf [|lz —y]

Comme 0 € F, d < ||z|| et, siy € F est tel que ||y|| > 3|z,
=yl = [lyll = ll=ll = 3[|=[| = ll=[| = 2[|=[| > d.

Ainsi

= inf x —yl.
yEF, |lyl|<3|l=]| | |

Premier cas: si F' est de dimension finie, {y € F, ||y|| < 3||=||} est un compact, il existe donc yy € F
avec ||yol|| < 3||z|| tel que ||z — yo|| = d. Si on avait d = 0 alors = yg € F ce qui contredit ’hypothese
T — Yo T — Y

x € E\ F. On peut donc poser xyp = I i = et on remarque que ||zg|| = 1. De plus, siy € F
T = Yo

>1

o =yl = ot >

z g H|sc<yo+dy>||
T YT a

puisque yo + dy € F' (qui est un espace vectoriel).
1 1
Cas général: si on avait d = 0, il existerait y, € F avec || — y,|| < d+ — = —. Mais alors, si m > n,
n o n

1 1
”yn _ymH < ”x_yn” + H‘T_ym” <—4+—.
n m

Ainsi (y,,) est de Cauchy dans E complet, elle converge donc vers un y € E. Comme y,, € F et que F est
fermé, on a de plus que y € F'. Mais, la norme étant continue 0 = lim || — y,|| = ||z — y|| doncx —y =0
ce qui contredit & nouveau z ¢ F. Ainsi d > 0.

On prend alors yo € F tel que d < || — yo|| < 2d (n’importe quel nombre > d pourrait remplacer 2d

ici) et on pose & nouveau zo = %. On remarque ||zg]| = 1. De plus, siy € F
T —Yo
W [FE H o=@t le—wln)l _ 4 _1
[l = yoll [l = yoll T2 2
puisque yo + ||z — yolly € F. O

1.2. Trois critéres de compacité en dimension infinie. *

Nous avons vu que la compacité est utile mais pas simple & établir en dimension infinie. Nous allons
dans cette partie donner des criteres de compacité dans les principaux espaces que nous rencontrerons:
C(K), £? et LP. Ces criteres vont tous résulter d’'un lemme qui permettra de se ramener a la dimension
finie:

LEMME 1.23. Soit X un espace métrique. On suppose que, pour tout € > 0, il existe 6 > 0, un espace
métrigue W et une application ® : X — W telles que
(i) ®(X) est totalement borné;
(ii) si d(®(z), ®(y)) < 6 alors d(z,y) < €.

Alors X est totalement borné.

*La présentation ici est inspirée de Hanche-Olsen H., Holden H. The Kolmogorov—Riesz compactness theorem. Expo.
Math., 28 (2010), pp. 385-394.
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Pour utiliser ce lemme, on va en général prendre W = R¢ muni d’une norme. En effet, dans ce cas,
E C R? est totalement borné si et seulement si £ est borné. (Car si E est borné, E aussi et est donc
compact, donc peut étre recouvert par des ouverts arbitrairement petits).

DEMONSTRATION. Soit € > 0 et W, §, ¢ comme dans I’énoncé. Comme ®(X) est totalement borné,
il existe V1, ...,V des boules de rayon 6/2 qui recouvrent ®(X).

Il en suit que ®~1(V7),...,®~1(V,) recouvrent X. De plus, la propriété ii) implique que chaque
®~1(V;) a un diametre au plus e: si z,y € ®71(V;) alors ®(x), ®(y) € V; donc d(®(z), ®(y)) < & donc
d(z,y) < e. Ainsi, chaque ®~*(V}) est inclus dans une boule de rayon ¢ (en prenant n’importe quel point
comme centre). Ces boules fournissent le recouvrement de X cherché. (]

Nous pouvons maintenant établir le premier critere de compacité:

THEOREME 1.24 (Arzéla-Ascoli). Soit K un espace métrique compact et X C C(K) (I’espace des
fonctions continues sur K ). Alors on a équivalence entre

(1) X est compact
(2) X vérifie les deuzx propriétés suivantes
(a) X est ponctuellement borné: pour tout x € K, il existe M, > 0 tel que, pour tout f € X,
()] < M,
(b) X est équi-continue: pour tout € > 0 et tout x € K, il existe n, tel que, si d(x,y) < N
alors, pour tout f € X, |f(z) — f(y)| <e.
(¢) X est fermé.

DEMONSTRATION. 1 = 2: Si X est compact, alors il est fermé et borné: il existe M tel que, pour
tout f € X, ||fllo =sup,ex |f(2)] < M donc pour tout « € K et tout f € X, |f(z)| < M en particulier,
X est ponctuellement borné (c’est plus fort puisque M ne dépend pas de z). Reste donc & voir que X
est équi-continue.

On fixe € > 0, comme X est compact, il est totalement borné, il existe donc fi,..., fx tel que
X C L_JkN:1 B(fr,€). En d’autres termes, pour tout f € X, il existe k € {1,..., N} tel que || f — fi| . <e.

Mais chaque fi est continu sur le compact K, elle est donc uniformément continue. Il existe donc 7y
tel que, si d(x,y) < ny alors | fr(x) — fr(y)| < e. On pose n = minn, > 0.

Supposons maintenant que d(x,y) < n et que f € X. Soit k tel que || f — fi|l, <e. Alors

[f(@) = fW)| < [f(@) = fi(@)| + | fr(x) = fe(@)] + £ (y) — F(y)| < 3e
d’olt ’équicontinuité des f € X (c’est méme plus fort puisque le n trouvé ici ne dépend pas de x).

2 = 1: Cest évidemment le sens le plus important. 4ii) nous dit que X est fermé dans C(K) qui
est complet, donc X est un espace métrique complet. Reste & voir que ) et i) impliquent que X est
totalement bornée. Soit donc € > 0.

Pour tout = € K, il existe 7, > 0 tel que, si d(z,y) < n, alors,

(1.1) pour tout f € X, |f(z) — f(y)] <e.

On recouvre alors le compact K par les boules K = (J, . B(z,7,) et on en extrait un sous-recouvrement
ouvert fini: K = Ujvzl B(xj,nz;). On notera n; = 1,,. Enfin, on définit 'application

X - RN
o () = (f(z),. ., faN)

D’abord ®(X) est totalement borné. Comme ®(X) C RY, il suffit de voir que ®(X) est bornée. Mais
X étant ponctuellement borné, pour chaque j € {1,...,N} il existe M; tel que, pour tout f € X,
|f(x;)] < M;. Ainsi, en posant M = max M; < +oo, pour tout f € X, [|®(f)|,, < M.

Ensuite supposons que f,g € X sont telles que [|®(f) — ®(g)||,, < €, c’est-a-dire que pour j =
1,...,N, |f(z;) —g(z;)| <e. Alors, siy € K, il existe j € {1,..., N} tel que d(y,z;) < n; et alors

fW) =9l < [f(y) = e+ | f(z; — g(z;)] + |g(x;) — 9(y)]
< e+e4+e=3¢

P
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olt les premier et troisieme termes sont majorés avec (1.1). Ainsi || f — g, < 3e. Il suffit donc d’appliquer
le lemme 1.23. O

UNE DEMONSTRATION UN PEU PLUS CLASSIQUE DE LA DEUXIEME PARTIE.
Etape 1. L’équi-continuité est uniforme:t

pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pout tout x € K, si d(x,y) < n, alors, pour tout f € X,

[f(z) = fly)l <e

Si ce n’était pas le cas, il existerait ey > 0 tel que, pour tout n, il existe x,,y, € K avec d(Tn,yn) <
1/” et f, € X tel que |fn(xn) - fn(yn)| > €0-

Mais K est compact, donc quitte a passer a une sous-suite, on peut supposer que x, converge vers
un z € K. Quitte & encore passer & une sous-suite, on peut également supposer que y,, converge. Comme
d(xpn,yn) — 0, 0n a y, — x.

Mais, d’apres I’équicontinuité, il existe n,, tel que, si d(z,y) < n, alors, pour tout f € X, |f(x) — f(y)| <
£0/2. Prenons donc n assez grand pour que d(x,,, ) < 1y et d(yn, ) < ny. On adonc |f,(z) — fu(zy)] <
e0/2 et |fu(x) — fr(yn)| < €0/2 donc, avec 'inégalité triangulaire

Ifn(xn) - fn(yn)‘ < ‘fn(x) - fn(xn” + ‘fn(x) - fn(yn)| < 60/2 + 50/2 =¢o
ce qui contredit U'inégalité | f,, () — fu(yn)| > €o-
Etape 2. Conclusion.

Soit donc X une partie de C(K) qui est ponctuellement bornée et uniformément équi-continue. Soit
(fn) une suite d’éléments de X. On cherche & extraire de (f,,) une suite qui converge uniformément sur
K. Pour cela, il suffit que cette suite soit uniformément de Cauchy (voir cours du premier semestre pour
la complétude de C(K)).

On a déja vu qu'un compact est séparable. On prend donc une partie {zy}reny dénombrable dense
dans K. A chaque xj, on associe X, = {f(xr) : f € X} l'adhérence de l'ensemble des images de xy
par les éléments de f. Comme X est ponctuellement borné, X est une partie bornée de C. Comme
X} est aussi fermée, X est compact. D’apres le théoreme de Tikhonov dénombrable, il en résulte que
X = [1ren X est compact.

Mais maintenant, si on pose y, = {fn(zx) : k € N} € X, (Yn)n>0 est une suite dans un compact, elle
admet donc une sous-suite (yy,, )i qui converge. Quitte & remplacer la suite f,, initiale par sa sous-suite
fn,,» DOUS pouvons supposer que (y,) converge (ce qui a pour seul but d’alléger la notation). Mais si (yy,)
converge alors chacune de ses coordonées converge en particulier, est de Cauchy: pour tout k, ( fn(:z:k))n
est de Cauchy.

On fixe maintenant £ > 0. Il existe donc 1 > 0 tel que, si d(x,y) < n, pour tout n, | f,(z)— fr(y)] < e.
Mais maintenant, si € K, par densité, il existe k tel que d(zy,z) < n. En d’autres termes les boules
{B(x,n),k € N} recouvrent K, un nombre fini d’entre elles recouvrent donc encore K i.e. il existe
F C N fini tel que K = U B(zg,n). Ensuite, comme chaque (fn(wk))n est de Cauchy, k =0,..., N, il

keF
existe N tel que, si m,n > N et k € F alors |fn(zr) — f(zi)| < e
Soit maintenant x € X et k € F tel que z € B(xg,n) i.e. d(x,xr) <n. Alors pour tout m,n > N

[fn(@) = [ ()] < [fnl@) = foler)| + | Faler) = fm(ep)| + | fn(2r) = fm(ze)] < 3e.

Ainsi f,, est uniformément de Cauchy sur K donc converge dans C(K). 0
Le critere de compacité dans £P est tres similaire:

THEOREME 1.25 (Fréchet). Soit 1 <p < +o00 et X C ¢P alors X est compact si et seulement si
(i) X est fermé;
(ii) X est ponctuellement borné: pour tout i, il existe M; tel que, pour tout (z,) € X, |x;| < M
(iif) pour tout € > 0 il existe N > 0 tel que, pour tout (z,) € X, > sy |znl? < eP.

TCoest pour cette raison que le théoréme est souvent ennoncé avec cette hypothése un peu plus dificile & vérifier.
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DEMONSTRATION. Dans la démonstration de ce lemme, nous utiliserons la notation suivante. Soit
N > 1 un entier et mx : 7 — (P Papplication qui & une suite ¥y = (yn)n>0 associe la suite (z,), définie
par z, = Yy, sin < N et z, = 0si n > N. Notons également 7yy = y — myy et remarquons que
7wyl 17 yll, < [lyll,-

Comme ¢? est complet, la condition ) signifie simplement que X muni de la norme de P est un
espace métrique complet. Il reste donc a voir que les deux autres conditions sont équivalentes au fait que
X est totalement borné.

Supposons d’abord que X est totalement borné. En particulier, X est borné, il existe donc M tel
que, pour tout z = () € X, [[zs[[, < M. Fixons i € N, alors |z;| < [z, < M donc X est bien
ponctuellement borné. Ensuite, comme X est totalement borné, il existe z',..., 2™ € X tel que, pour
tout x € X, il existe j € {1,..., M} tel que Ha: - x(j)Hp < g/2. Par ailleurs, pour chaque j, il existe N;

tel que Zn>Nj |x£f) [P < (¢/2)P. On pose alors N = max N; et on remarque que N a été choisi pour que

Hera:(j)Hp <e/2sije{l,...,M}. Mais alors

=

<e.

S HﬁNLE — ﬁNLU(j)
p p

+ Hﬂx(j) < Hx — 20| + HfINx(j)
P P P
Montrons maintenant la réciproque. Soit € > 0 et soit N > 0 donné par la condition 7). Soit
En = IIN/fP et remarquons que Ey est un sous-espace de dimension finie de ¢P. Considérons alors 7y
comme une application Iy : X — En.

D’apres i) pour chaque n = 1,..., N — 1 il existe M}, tel que, pour tout (zy)r € X, |z,| < M, donc

N-1 1/p N-1 1/p
= (S ) <= (Som)
n=0

n=0
Notons que My ne dépend pas de € X donc 7 (X) est borné dans Ey. Comme Ey est de dimension
finie, mn (X)) est donc totalement borné.

Par ailleurs, la propriété ii7) se lit: pour tout € X ||z — Iyz|| = Hf[NxH <e. Alorssi|ny(z) —mn (), <
E?
e =yll, < [l = Tyz| + [Ty (2) = Tn @), + [Hx(y) = yll, < 3e.
On peut donc appliquer le lemme 1.23 et en déduire que X est compact. (I

Le cas des espaces LP(R?) est un peu plus complexe:

THEOREME 1.26 (Kolmogorov-Riesz). Soit 1 < p < +o0 et X C LP(R?) alors X est compact si et
seulement si
(i) X est fermé;
(ii) X est borné: il existe M > 0 tel que pour tout f € X, ||f||p < M;
(iil) X est équi-intégrable: pour toute > 0 il existe R > 0 tel que, pour tout f € X, f\IzHOOZR |f(2)|Pdz <
ep.
(iv) Les translations sont équi-continues sur X : pour tout € > 0 il existe p > 0 tel que, si ||y]lco < p
alors pour tout f € X, ||f —7,f]|, <e.

EXEMPLE 1.27. 1l est facile de voir que la boule unité de LP(R) n’est pas équi-intégrable. En effet,
pour tout a > 0, f4 = 1[4,q41] appartient & la boule unité, mais si a > R,

a+1
/ |fa(x)|pdx:/ 1dz =1.
|x|>R a

La boule unité de L” n’est pas non plus équi-continue. En effet, si on regarde f,(z) = 19y (z)eio®
alors f, appartient bien a la boule unité de L? mais pour h < 1,
|fa = Thfal = Loy + €77 — @M1 1+ 10100 = Loy + 11— €10 + L4
donc
I fa = mnfally = 20 + (1 = h)[1 — e [P.
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Il en résulte que Hfl/h - Thfl/th — |1 —€|P # 0 quand h — 0.
1.3. Une application: le théoréme de convergence monotone de Dini.

THEOREME 1.28 (Dini). Soit (X,d) un espace métrique compact. Soit (fn)n>0 € C(X,R) et f €
C(X,R) des fonctions continues a valeurs rélles. On suppose que, pour x € X, f,(x) est croissante (resp.
décroissante) et que fn(x) — f(x). Alors f, = f uniformément sur X,

sup (f(z) = fu(x)) = sup | f(z) = fau(z)] — 0.
zeX zeX

REMARQUE 1.29. Les hypotheses sont essentielles. Considérons f,(z) =1 —z™. Alors sur (0,1) (qui
n’est pas compact), f,(x) — 1 mais la convergence n’est pas uniforme puisque sup,e(o,1)|fn(z) — 1| =
Supge,1)x" = 1.

1 sio<e<1
Par contre, sur [0,1], qui est compact, fn(x) — f(x) = {O T ) qui n’est pas continu.
siz =

Comme f, est continue, et que sa limite ne l'est pas, la convergence ne peut étre uniforme. Cela peut
évidemment se voir directement puisque supye(o,1)|fn(7) — f(2)| = supyeo,1)r™ = 1.

DEMONSTRATION. En remplacant f, par —f, et f par —f, on voit qu’il suffit de considérer le cas
ou, pour zx fixé, f,(x) est croissante.

On pose g, () = f(x) — fn(x) de sorte que pour x fixé, g, (z) est continue, positive, décroissante et
converge (simplement) vers 0. On pose M,, = {gn}~ et nous voulons montrer que M,, — 0.

On fixe € > 0 et on pose O,, = g, *((—00,¢)) = {z € X : g,(x) < £} qui est donc un ouvert de X. Si

x € X, comme g,(z) — 0, il existe n tel que 0 < g,,(z) < £ donc x € O,,. Ainsi U 0O,, est un recouvrement
neN
de X par des ouverts. Comme X est compact, il existe une partie finie F' C N telle que U O,, est encore
neF
un recouvrement de X. On pose alors N = max{n € F'} et on remarque que la décroissance de g, (x)
implique que, pour tout n € F, n < N donc O,, C Oy. Ainsi X C U O, COn C X. Enfinsim > N,

ner
Oy C Oy, done X = O,,. En d’autres termes, pour tout € X, 0 < g,,(x) < &, donc M, <e. On a

bien M,, — 0. [l

1.4. Compacité faible. Rappelons que dans un espace de Banach X, la convergence faible est
définie comme suit: on dit que (zy),>0 converge faiblement vers x si pour toute forme linéaire continue
¢ sur X, (x,) — ¢(x). Dans le cas d’un espace de Hilbert H, ceci équivaut & ce que, pour tout y € H
(n,y) — (x,y). Nous avons aussi vu I'exemple suivant:

EXEMPLE 1.30. Soit (e,,)n>0 une base orthonormée d’un espace de Hilbert (séparable) alors
— on ne peut pas extraire de (ey),>¢ de sous suite convergente dans H

— (en)n>0 converge faiblement vers 0.

En effet, tout x € H s’écrit

x = Z (z,en)e, avec |z|? = Z l(z, en)|*.
n>0 n>0
En particulier, cette derniére série étant convergente, son terme général tend vers 0. Ainsi, pour tout
x € H, (e, z) = (x,e,) = 0= (0, z).
Ce cas particulier est assez typique:
THEOREME 1.31 (Banach-Alaoglu). Soit H un espace de hilbert séparable. Alors la boule unité de H

est faiblement séquentiellement compact. Plus précisément, de toute suite bornée, on peut extraire une
sous-suite faiblement convergente.

DEMONSTRATION. Comme H est séparable, H posséde une base orthonormée (e,,),>0. Soit donc
(xk)k>0 une suite bornée par M. Avec Cauchy-Schwarz, pour tout n > 0,

[z, en)| < llzkllllenll < M
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i.e. ({x,en))k>0 est une suite (scalaire) bornée. En particulier, (zy,eg) étant bornée, elle admet une

sous-suite convergente Tro, €0 ) = o quand ¢ — +o0.
Comme <xk?’ el> est également bornée, elle admet elle aussi une sous-suite convergente <xk% , €1> —

a1 quand £ — 4oo. Bien évidemment, on a encore <xkl;,eg> — ag puisque c’est une suite extraite de

<.’Ek?,€0>.

Supposons maintenant qu’on ait construit des suites d’entiers {k},¢ € N} C --- C {kf,é e N} C

{k?,f € N} C N telle que, pour j =0,...,n, a; = Zlim <£L'kj7€j> existe. Alors, comme <xk?,en+1> est
—4o0 £

bornée, on peut en extraire une sous-suite telle que a; = , lim <xkn+1 , en+1> existe.
/— 400 £

On considere alors ny = kf (le (-itme terme de la ¢-iéme suite). On remarque que ((z,,,e;));>; est

une suite extraite de (<xki , 6j>)g donc converge: (zy,,e;) — a; quand ¢ — +oo.

REMARQUE 1.32. Ceci s’appelle le procédé diagonal de Cantor.

On fixe maintenant J, on a

J

J
Solasl? = i 3 (o) < M2
=0 =0

2
SHx"z”

en particulier, (a;);>0 € €* avec |(a;)|, < M. On peut donc définir z = E;;Og aje; € H et on a
2 +
aj = (x,¢;) et ||z]|” = 357750 [a;|* < M?.
On va montrer que z est la limite faible de (x,,),. Soit maintenant y € H, on veut donc montrer que
(Tn,, Y) = (z,y). On sait déja que c’est le cas si y = e; donc encore si y € Vect{e,;};>0 (les combinaisons
linéaires finies des e;). On veut montrer que c’est vrai pour tout y € H = Vect{e;};>0. On fixe donc

y € Hete>0. Comme H = Vect{e;};>0 il existe y. € Vect{e;};>0 tel que ||y — y:| 5 <e. On vient de
voir que (Zp,,Ye) — (¥, Ye), il existe donc L > 0 tel que, si £ > L, [{(zn,,y:) — (@, y:)| < €. Enfin

[(Zne,y) — (z,9)]
< Ungs ¥) = (g Ye) |+ Kng, Ye) — (2, 90) | + (25 9e) — (2, )]
= [(@ngs v = Ye)| + [Tngr ve) — (@,92)] + [(2, 92 — )
< N@nllly = yell + K@ngs ve) — (@, 9 + N2lllly — yell < (2M + 1)e

comme annonceé. O

REMARQUE 1.33. Le théoreme s’étend de fagon presque directe a deux cas plus généraux

— L’espace de Hilbert H n’a pas besoin d’étre séparable. On consideére d’abord Hy = Vect(zy) le
sous-espace fermé engendré par la suite. Ainsi Hy est un espace de Hilbert séparable. On extrait alors
de (x1) une sous-suite z,, qui converge faiblement dans Hy: il existe € Hy tel que, pour tout yo € Hy,
(Tp,,y0) — (z,90). Ensuite, siy € H, on écrit y = yo + 2 avec yo € Hy et z € Hg- un vecteur orthogonal
a Hg. Alors

<xnkay> = <$nk’y0> + <mnk72> = <xnkay0> - <x,y0> = (x,y)

— H peut étre remplacé par n’importe quel espace de Banach X dont le dual est séparable. La base
orthonormée (ex)r>o est alors remplacée par une suite (yx)r>0 qui engendre X’. Ainsi, le théoréme reste
vrai dans LP(u), 1 < p < 400 pour une mesure y raisonnable (par exemple la mesure de Lebesgue sur
un ouvert de R?).

REMARQUE 1.34. Si X’ est séparable, la convergence faible dans X est une convergence métrique.
Plus précisément, on prend {¢,} une famille dénombrable de formes linéaires continues sur X dense dans
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X’. On munit X de la distance

e ala—y)
don) = 2 " Ty

On peut alors montrer que x,, — y faiblement si et seulement si d(z,,,y) — 0.

2. Au tour du théoréme de Baire

Rappelons qu’une partie D d’un espace métrique X est dense si, pour tout ouvert O de X, OND est
non vide. En particulier, si on se contente de boules ouvertes, pour tout € > 0 et tout x € X, il existe
y € D tel que d(x,y) < e. Notons que D est dense si et seulement si A = X \ D est d’intérieur vide i.e.
pour tout ouvert O, O n’est pas inclus dans A, c’est-a-dire O N (X \ A) # () puisque X \ A = D.

THEOREME 2.1 (Théoreéme de Baire). Soit (X,d) un espace métrique complet non vide.

(1) Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est encore dense.
(2) Toute réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide.
3) Six=U F,, F, fermé, alors il existe ng tel que Fy,, n’est pas d’intérieur vide.

REMARQUE 2.2. Rappelons qu’'une intersection dénombrable d’ouverts n’est pas nécessairement ou-
verte (une telle intersection est appelée un Gj en topologie). De méme, une réunion dénombrable de
fermés n’est pas nécessairement fermée (une telle réunion est appelée un F, en topologie). Par exemple

(- 1/n1/n[={0} et [J[-1+1/n,1-1/n]=]-1,1]

n>0 n>0

neN

DEMONSTRATION. Si les O; sont des ouverts alors les F; = X \ O; sont des fermés. De plus O; est
dense si et seulement si F; est d’intérieur vide. Enfin X \ (), O; = |J, Fi. Ainsi les propositions 1) et 2)
sont équivalentes. Enfin 3) est un cas particulier de 2) puisque X n’est pas d’intérieur vide, au moins
I'un des F; n’est pas d’intérieur vide sinon 2) serait contredit. Il nous reste donc & montrer 1).

Soient (O, )nen une famille d’ouverts denses et soit U un ouvert.

Comme Oy est dense, il existe xg € Og N U et comme Og N U est ouvert, il existe rg > 0 tel que
B(xg,710) C OgNU. Ensuite, comme O; est dense, il existe 1 € O N B(xg,70/2) qui est ouvert. Il existe
donc r1 < 1o/2 tel que B(z1,r1) C O1 N B(xp,79/2) CO1NO2NU.

On suppose qu’on a construit rg,...,7, avec ry < rp_1/2 <1027 % et xq,..., 2, tel que B(xp,,r,) C
O1N---NO, NU. Comme O, est dense, il existe z, 11 € Opp1 N B(Xy, 7, /2) qui est ouvert. Il existe
ensuite 7,41 < 7,/2 < 1792~ tel que B(xpy1,7n41) CO1N---N O, NOpi1 N BTy, /2)NU.

Comme les boules sont emboitées, si m > n, x,,, € B(x,,r,) donc

AT, Tpn) < 15 <1277

Ainsi (x,,) est de Cauchy et donc convergente. On note z sa limite. Mais, si m >n > 1, &, € B(xn,7y)
donc en passant a la limite

S B(l’n,’/’n) C B(xn—17rn—1/2) C B(zn—larn—l) COp,1NU.

Comme n > 1 est arbitraire, on a bien © € U N[, Ok et [),>o Ok est bien dense. d

EXEMPLE 2.3. Comme R = [ J,g{z}, et qu'un singleton est d’intérieur vide, R n’est pas dénombrable.
De méme, R? n’est pas réunion dénombrable de droites, cercles...

On considére 'espace métrique X = (Q, d) ou d est la distance de R, d(z,y) = |z — y|. Ainsi O C Q
est ouvert s'il existe U C R ouvert tel que O = U N Q. Notons qu'un singleton est encore d’intérieur vide
pour cette distance mais que QQ ne I’est évidemment pas. Comme Q = UIGQ{x} il en résulte que Q n’est
pas complet (il y a évidemment des démonstrations plus directe, par exemple en approchant V2 par des
rationnels et en montrant que y/2 n’est pas rationnel).

COROLLAIRE 2.4. Soit X un espace métrique complet, et (Fy,)nen des espaces fermés. Si X = U F,
neN
alors la réunion des intérieurs des F,,, U F,, est un ouvert dense.
neN
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DEMONSTRATION. Soit ) = U F,, alors Q est un ouvert. Avec la propriété 3) du théoréme de Baire,

neN
I'un au moins des F;, est d’intérieur non vide donc ) n’est pas vide.

On note alors F,, = F, N (X \ Q) de sorte que E,, soit fermé, d’intérieur vide puisque E, C F, N
(X\Q) c QN ((X\Q) = 0. I résulte du théoréme de Baire que |JE,, est d’'intérieur vide. Mais
UE,=UF,N(X\Q)=XnN(X\02)=X\Q et on adéja vu que cela signifie que {2 est dense. O

Donnons un exemple type de fermé d’intérieur vide:

LEMME 2.5. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé et F' C E un sous espace vectoriel.

(1) Si F est de dimension finie, alors F est fermé.
(2) Si F # E, alors F est d’intérieur vide.

DEMONSTRATION. Le premier point a déja été utilisé plusieurs fois et devrait étre acquis a issue
d’une L3. Rappelons la démonstration. Supposons que F' soit de dimension finie et soit eq,...,eq une
base de F. Tout u € F s’écrit de fagon unique u = Z?Zl zlej. On peut alors définir deux normes sur
F, la norme de E, |lul| et la norme [jul| = max|z?|. Comme F est de dimension finie, ces deux normes
sont équivalentes: pour tout v € F, Alv|| < ||v|| < B||v]| -

d
Soit w, = Zx%ej une suite d’éléments de F' qui converge vers u € E. Comme [u, — U] >
j=1
Allty, — ||, la suite des coordonnées X, = (z1,...,2¢) € C? est de Cauchy dans C? donc converge.
On note X = (z!,...,2%) € C¢ sa limite et 7 = ijl zle; € F. Comme |ju, — il < Bllu, —all, =

B||X,, — X||,,, on en déduit que u, — @. Par unicité de la limite u = @ € F et F est bien fermé.

Soit maintenant F' un sous-espace de F d’intérieur non-vide. Il existe alors zg € F et r > 0 tel que
B(zg,r) C F. En remarquant que B(—zo,r) = {—x,2 € B(xo,7)} et en utilisant le fait que F soit un
espace vectoriel, on en déduit que B(—zo,7) C F. Enfin, si [|y|| < r alors y = 1 ((z0 +y) + (—z0 +y)) et
xo+y € B(xzg,r) C F alors que —xg+y € B(—xzo,7) C F donc y € F i.e. B(0,r) C F. Soit maintenant

x € E,si x =0 on a évidemment = € F alors que si x # 0 on écrit x = My et on remarque que
r r r
vl = e = grphel = 5 <7
donc y € B(0,r) C F et alors x = My € F puisque F' est un sous-espace vectoriel. ([
COROLLAIRE 2.6. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé avec une base (algébrique) dénombrable

alors E n’est pas complet.

REMARQUE 2.7. Rappelons qu’une base algébrique d’un espace vectoriel E est une famille (e;);cr tel
que, pour tout « € E, il existe une partie finie F' C I et des scalaires (zf)scr tel que x = ZfeF xsef i.e.
tout élément de E est combinaison linéaire finie d’éléments de la famille (e;);er. C’est une conséquence de
I’axiome du choix que tout espace vectoriel admet une base algébrique. Celle-ci n’est en général d’aucune
utilité en analyse car il n’y a aucun contréle des coefficients (zf)rcp en fonction de x (les applications
x — xf ne sont pas nécessairement continues).

Il existe beaucoup de notions de bases en analyse, parmi lesquelles la notion de base orthonormée.
Une base orthonormée (en dimension infinie) n’est pas une base algébrique dénombrable et un espace de
Hilbert est (par définition) complet.

EXEMPLE 2.8. Soit R[X] l'espace des polynomes a coefficients réels. Cet espace a une base algébrique
dénombrable, par exemple, sa base canonique {X7},;en. On peut munir R[X] de nombreuses normes, par
1
exemple ||P|| . = sup,co .y [P(t)] ou [|P[l; = [ [P(¢)[dt. Alors (R[X],[|P|[,) et (R[X],[Pl;) ne sont
pas complets. Bien évidemment, cela peut se voir directement en approchant uniformément sur [0, 1] une
fonction continue qui n’est pas un polynoéme par des polynémes (voir plus loin).
DEMONSTRATION. Soit (€, )nen une base algébrique dénombrable de E et notons E,, = Vect(eg, ..., ep).

Alors F = U E,,. Mais chaque E,, est fermé (de dimension fini) et d’intérieur vide (car E,, # E). Ainsi,
neN
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les conclusions du théoreme de Baire ne sont pas satisfaites, donc ses hypotheses non-plus, en ’occurence,
FE n’est pas complet. ([

THEOREME 2.9 (Banach-Steinhaus). Soient E et F' des espaces de Banach et T,, : E — F linéaires
bornées telles que, pout tout v € E, (T,x) est une suite bornée. Alors (||T,||)n est une suite bornée.

Avant de démontrer ce théoreme, expliquons comment celui-ci peut étre utilisé
e Supposons que (|| Ty ||)» ne soit pas bornée, alors il existe z € E tel que (T,,z) n’est pas borné,
en particulier, T,,x diverge. Une version un peu plus fine du théoréme montre qu’il existe méme
un Gg-dense U de X tel que, pour tout x € U, T,,x diverge.
Nous verrons comment utiliser cela pour montrer qu’il existe des fonctions intégrables dont
la série de Fourier diverge. Ce théoréme a aussi une utilisation positive:
e Soit D un sous-espace dense de F tel que pour tout z € D, il existe Tx € F tel que T,z — Tx.
Notons que cela implique la linéarité de T' : D — F..
Supposons que, pour tout x € E, (T,z) est une suite bornée, i.e. qu’il existe M, tel
que, pour tout n, [|[T,z| < M,. Alors il existe M tel que, pour tout = € E, et pour tout n,
|T.z|| < M||z||. Mais alors, en passant a la limite, pour tout « € D, ||Tx| < M|z||. Par suite,
T se prolonge en une application linéaire continue E — F' (voir cours du premier semestre).
Dans certains cas, on peut voir que pour tout x € D, T, — = i.e. T = I l'identité. Son
prolongement est donnu: c’est identité. Ainsi si, pour tout « € E, (T,x) est borné, alors pour
tout x € E, T,,x — x.

Démontrons maintenant ce théoreme central de ’analyse.

DEMONSTRATION. On suppose que pour tout z € E, il existe M, > 0 tel que, pour tout n, ||T,z| <
M,.
On note

Qe {z € E : il existe n tel que | Thx| p > k}

= UfzeE: Tl >k}
neN
Ainsi Q, est ouvert. Par ailleurs

ﬂ Qp ={z € E : pour tout k, il existe n tel que ||T,z||z >k} =0

keN
puisque ||T,,z|| est borné. Comme E est complet, le théoréme de Baire implique que I'un des Q, disons
Qxk, n’est pas dense. 1l existe donc zg € X et rg > 0 tels que B(zg,r9) N Qx = 0.

Ecrivons & € B(xo,70) sous la forme & = xo + roy avec y € B(0,1). Comme = ¢ Q, on a, pour tout
n, |Thz| < K. Mais

[Tnz|| = IrToy + Tooll = rl| Tyl = | Tazoll = vl Tayll — Ma,.

r r ’

Par suite, pour tout y € B(0,1), ||T,y|l < e T, < O

THEOREME 2.10 (Application ouverte). Soient E et F deur espaces de Banach et T : E — F
linéaire, borné et injective, alors T est ouverte, c’est-a-dire que, pour tout owvert U, T(U) est ouvert.

Ainsi, siT : E — E est linéaire bornée bijective alors lapplication inverse T~ est automatiquement
continue (on dit que T est inversible).

REMARQUE 2.11. Rappelons qu’en dimension infinie, un application T' : E — FE injective n’est pas
forcément bijective (en dimension finie, cette propriété provient du théoréme du rang qui n’a pas de sens
en dimension infinie). Par ailleurs, une application linéaire n’est pas forcément continue.

Ce théoréme dit que si une application linéaire continue T est bijective, alors son inverse T~! est
continue. Rappelons que T~ ! est définie en algebre linéaire: c’est Papplication qui & y € F associe
I'unique = € E tel que y = Tz, application nécessairement linéaire.

La continuité de T~ ! est évidemment la méme chose que le fait que T soit ouverte: pour tout ouvert
U, (T71Y)=1(U) = T(U) est alors ouvert.



20 1. TOPOLOGIE EN DIMENSION INFINIE

REMARQUE 2.12. Dire que T est ouvert équivaut a ce qu’il existe R,r > 0 tel que B(0,r) C
T(B(0,R)).

En effet, si T est ouvert, T(B(0,R)) est un ouvert contenant 7'(0) = 0 donc une boule ouverte
centrée en 0. Réciproquement, supposons qu’il existe Ro, 7o > 0 tel que B(0,r9) C T(B(0, Ry)). Alors
pour R >0

Prenons un ouvert U, et b € T(U), on cherche une boule ouverte centrée en b dans T(U). Ecrivons
b=Ta avec a € U et soit p > 0 tel que B(a,p) € U. Mais B(a, p) = a + B(0, p) donc

TWU) > T(B(a,p)) =T(a+ B(0,p)) =T(a)+T(B(0,p))

7o 7o
b+ B(0, -2 ) = B(b, =2 ).
> b+ (,Rop) (,Rop)

DEMONSTRATION DU THEOREME. Comme T est surjective,
F=|]JT(BO,n)=|]T(BONn)
neN neN

(puisque cette derniére réunion est plus grande que la premieére et aussi incluse dans F'). Comme F est

un espace de Banach, le théoreme de Baire donne l'existence d'un N tel que T'(B(0, N)) est d’intérieur
non vide.
11 existe donc une boule B(y,r) C T(B(0,N)). Mais alors

B(—y,r) = —B(y,r) C =T(B(0,N)) =T(-B(0,N)) = T(B(0,N)).

Ainsi,

B(0,7) C B(y,r) + B(—y,r) C T(B(0,N)) +T(B(0,N))
C T(B(0,N)) + T(B(0,N)) = T(B(0,2N)).

Enfin, si s > 0, en écrivant s = #r et en multipliant par s/r, on trouve que

(2.2) pour tout s >0, B(0,s) C T(B(0,cs))

avec ¢ = %

Soit z € B(0,1) C T(B(0,c)). 1l existe donc z1 € B(0,c) tel que ||z —Txq|| < 1/2 c’est-a-dire
z—Txy € B(0,1/2). On applique alors (2.2) avec s = 1/2: z—Taxy € T(B(0,27'¢)). Ainsi, il existe 2, €
B(0,27%¢) tel que ||z — Tzy — Txa|| < 272, On construit ainsi par récurrence une suite (z,,) tel que z,, €
B(0,27" e) et ||z — T(x1 + -+ + )| < 27™. En effet, une fois que x,, est construit, z—T(x1+---z,) €
B(0,27™) C T(B(0,c2=™)), il existe donc @41 € B(0,627") tel que ||z — T(z1 + - @) — Twnqa| <
2—n-1

Mais maintenant, comme ||z,| < 27" *!c, la série 3 z,, est normalemement convergente, donc con-

vergente (dans le Banach F). On note z = Zmn alors [|z|| < ¢>°07 27" = 2¢. Comme T est
n=1
continue, T'(z1 + -+ + x,) = Tx.
Par ailleurs, ||z — T(x1 + -+ -+ 2,)|| <27 — 0 donc T'(z1 + -+ + x,,) = 2. On a donc montré que,
pour tout z € B(0,1), il existe z € B(0,2¢) tel que z = Tx. On a déja vu que cela signifie que T est
ouverte. (]

REMARQUE 2.13. Sion considére E = ¢ I’espace des suites a support fini muni de la norme || - || €t
T(2n)n = (n"12y,), alors T est continue bijective avec T~ (z,,), = (nay,), mais T~ n’est pas continue.
Evidemment E n’est pas complet.
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THEOREME 2.14 (Théoréme du graphe fermé). Soient E, F deuz espaces de Banach et T : E — F
une application linéaire. Alors T est continue si et seulement si son graphe Gr(T) = {(z,Tx) € EX F :
x € E} est fermé.

Notons que si X, Y sont des espaces métriques et f : X — Y est continue alors son graphe est fermé.
En effet, si (z,,yn) € Gr(f) converge vers (x,y) alors z, — z et y, = f(x,) — y. Comme f est continue,
f(@n) = f(z) done y = (), i.c. (z.y) € Gr(f).

La linéarité est essentielle pour la réciproque. En effet, définissons f : R — R par f(z) = 1/z si
z # 0et f(0) =0. Alors Gr(f) = {(0,0)} U{(x,1/z),z > 0} U {(z,1/z),x < 0} et chacune de ces
parties est fermée dans R? (si (z,,,1/2,) convergent alors x,, ne tend pas vers 0). Alternativement, si on
définit F : R? — R par F(x,y) = xy alors {(z,1/z),z > 0} U {(z,1/z),2 < 0} = F~1({1}) est fermé et
Gr(f) = FH({1}) U{(0, 1)}.

DEMONSTRATION. Munissons E x F' de la norme ||(z,y)|| = ||z||z + ||yl » qui en fait un espace de
Banach et supposons que Gr(T') est fermé. Notons que, comme T est linéaire, Gr(T') est un sous-espace
vectoriel de E' x F. Ainsi Gr(T) est lui-méme un espace de Banach.

On considére maintenant les deux applications m : Gr(T) — E et mg : Gr(T) — F données par
m1(z,y) =z et ma(x,y) = y. Ce sont clairement des applications linéaires continues. De plus, 71 est une
bijection Gr(T) — E, son application réciproque 7 ! est donc continue. Comme T = 5 o T ! on en
déduit que T est continue. O

Une autre démonstration est possible a partir du résultat suivant:

PROPOSITION 2.15. Soit E un espace de Banach et soient || - ||1 et || - |2 deuz normes sur E. On
suppose qu’il existe C > 0 tel que, pour tout v € E ||z||1 < C||z||2. Si E est complet pour les deuz normes
alors elles sont équivalentes.

DEMONSTRATION. En effet, considérons T' = Id ('identité Tz = x) vu comme application linéaire
(E, || ll2) = (E,|I-]l1)- Alors I'inégalité ||z||; < C||z||2 signifie que T est continue. Comme T est bijective,
Vinverse T~! : (E,|-|l1) = (E,] - ||2) est également continue, c’est-a-dire qu’il existe C’ > 0 tel que pour
tout z € E, [|T " x|l2 < C’||z|;. Il suffit de remarquer que T~ 'z = . O

Donnons maintenant une deuxieme démonstration du théoreme du graphe fermé:

DEMONSTRATION. On munit E de deux normes, sa norme usuelle ||z||; et la norme [|z||; = ||z]| 5 +
|Tz| . Clairement ||z| 5 < ||z| .

Soit maintenant (z,) une suite de Cauchy dans E pour la norme ||-||. Mais comme ||z, — & | g <
|zn — Zm||1, (z5) est de Cauchy dans E (muni de la norme | - ||g). Elle converge donc vers un z € E.
De méme (T2, — Txmllp = |T(2n — 2m)||p < |20 — Zmllp done (Tz,) est de Cauchy dans F. Ainsi
(T'z,) converge vers un y € F. Mais alors (z,,Tz,) est une suite convergente de Gr(T') qui est fermé
donc sa limite (z,y) € Gr(T) c’est-a-dire y = T'x et donc |z, — x| = ||z — 2| g + |T2n — Tzl = 0
et x,, converge vers z en norme ||-||,. Ainsi E est complet pour les deux normes, il existe donc C tel que,
pour tout @, |zl + |Tall . = [lzlly < Cllzl; soit [Tzl < (C = D)z O

3. Densité

Le but de cette section est de montrer la densité des polynomes dans ’espaces de fonctions continues
sur [a,b] et dans L?([a,b]). Il y a de nombreuses facons de faire cela, la méthode que nous prenons ici est
celle qui utilise des principes généraux.

3.1. Densité dans C(K), K compact.
3.1.1. Premiére méthode: par approximation de l'unité.

THEOREME 3.1. Soient —oo < a < b < +oo deux réels, alors les polynémes sont denses dans
C([a,b]). Ainsi, pour tout fonction f continue sur [a,b], il existe une suite de polynéomes P, telle que

SUPeq,p) | f (1) — Pu(t)] — 0.
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La premiére démonstration est due & Weierstrass*

, . 1 t
DEMONSTRATION. Nous commengons par rappeler que si y(t) = e~ alors Y (t) = 37 ()\) est

une approximation de 1'unité donc que si f € Cy(R), alors f x vy — f uniformément quand A — 0.
Soit alors f € C([a,b]). Comencons par prolonger f en une fonction g de Co(R) avec ||g|| . < ||f]l o
comme suit:

f(z) siz € [a,b]
fla)(x —a+1) sizela—1,d
fO)b+1—2) size[bb+1]

0 sinon

g(z) =

Ainsi vy * ¢ — ¢ uniformément sur R. Soit donc € > 0 et A tel que sup,cp [7r * g(t) — g(t)] < e. En
particulier, pour ¢ € [a,b], |vx * g(t) — f(t)] <e.
Nous allons maintenant approcher vy * g(t) par des polynémes. Pour cela, remarquons que

Mais, sit € [a,b] et s € [a—1,b+1] alors s—t € [—(b—a)—1, (b—a)+1]. Comme le rayon de convergence
de la série exponentielle est infinie, il existe N tel que, pour tout w € [—(b—a) — 1, (b —a) + 1],

N k

—mu? /22 T 2k
e N (1) ot <
k=0

Mais alors, pour t € [a, ]

b+1 4 0252 b+1 N . - o
| Setemet s [ 916) ) gy o = )% s

a 0
b+1 N &
1 Ca(s—1)2 /)2 ™ .
<[ Slaleea = 2 S = | s
a= =0
b+1
1 (b—a+2)||f]l
< - ds < ~— 27X,
<c [ Slatelas < I s
On conclue en remarquant que
. - R 2k
| 5ot S0 S s = as
a= k=0
est un polynome de degré 2N en t. (I

Notez que la convergence de vy * g vers g ne requiere pas d’arguments de densité (on est dans Co(R)
ici, pas dans LP).

DEMONSTRATION. Une démonstration un peu plus directe est possible.

On suppose sans perte de généralité que a = +,b = 3 en remplacant f(z) par f(3 + ﬁ(x —a))
puis on prolonge f en une fonction continue sur R, a support [0,1] et qui soit affine sur [0,1/4] et sur
[3/4,1]. On suppose aussi que f # 0.

iWeierstmss, Uber die analytische Darstellbarkeit sogenannter willkiirlicher Functioneneiner reellen Veranderlichen,
Verl. d. Kgl. Akad. d. Wiss. Berlin 2(1885) 633-639.

$D. Jackson A Proof of Weierstrass’s Theorem The American Mathematical Monthly, 41 (1934), 309-312 qui simplifie
légerement E. Landau, Uber die Approximation einer stetigen Funktion durch eine ganze rationale Funktion, Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo, vol. 25 (1908), pp. 337-345
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1
On pose alors J,, = / (1 —u?)"du et
~1

P (z) = Jin/o f)(1—(t—=2)?)"dt.

En développant (1 —(x— t)2)n on voit immédiatement que P, est un polynome de degré 2n. Par ailleurs
on remarque que si 0 < z < 1 alors f =0 sur [—1 + x,0] et sur [1,1 + 2] donc

14+x 1
P,(z) = Jln/_1+ fOL—(t—2)?)"dt = Jin/_lf(tm)(l—t?)”dt

avec un changement de variable. Il en résulte que
1 !
Pu(o) = o) = - [ (f(e+0) = f@) (1 - £yt
nJ-—1

Soit maintenant £ > 0. Comme f est uniformément continue sur R, il existe n > 0 tel que, si |¢| < n,
|f(t+z) — f(x)] < e pour tout x € R.

Par ailleurs, |f(t + z) — f(z)| < 2| f|l, donc, pour [t| > n, 1 < ¢*/n? et alors |f(t + z) — f(x)] <
2| fll . t?/n*. En additionnant les deux estimation, on obtient

2
fe+0) - fo) <+ W
Il en résulte que

P -s@l = 5[ (ﬂ”j;”ow) (- ) at

2| fll 1 /1 201 _ 42
= e+ —>— t°(1 —¢=)" dt.
,'72 Jn 1 ( )

1
Notons K, = / t2(1 — t3)™ dt et intégrons par parties
-1

K, = 1/1 t(l _ t2)n2tdt — ; /1 (1 _ t2)n+1 dt = Jn+1
"2 2(n +1)

—1 1 2(n+ 1)
Enfin, pour t € [-1,1], (1 — #3)"*! < (1 — #*)" donc J,41 < J,, donc En < # I1 en résulte que
’ Y - - Jn T 2(n+1)
2|I£1 1
Po(z) — < T <9
Pafa) = (@) < P o < 2
pour peu que 1 > 72/ (e[ {1l O

Nous laissons en exercice de montrer qu’on peut démontrer par la méme méthode que
1 [ t—x i t—x
— f(t)cos®™ —=dt, H, = / cos®™ —= dt
H, | . 2 . 2

est une suite de polynoémes trigonométriques qui converge uniformément vers f.
3.1.2. Seconde méthode: les polynémes de Bernstein. Soit f une fonction continue sur [0,1], le
polynome de Bernstein associé a f est

Bnf(x) = Z:f (:) (Z) (1 —z)n

k

|
otles () = _m sont les coefficients binomiaux.
k kl(n —k)!

THEOREME 3.2 (Bernstein). Pour f € C([0,1]), B, f — f uniformément.
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DEMONSTRATION. Pour commencer, il convient de calculer B, f quand fo(¢t) = 1, fi(t) = t et

fa(t) = t*
_ < n k n—k __ n __

k=0

avec la formule du bindme de Newton. On écrit alors

(z+y)" = En: <Z> ahyn =k

k=0

et en dérivant par rapport a x

donc
n
k k, n— k n—1
Z(k>ny 2o+ y)" "
k=0

En prenant y = 1 — 2 on trouve B,, f1(x) = x (pour n > 1 car By fi; = 0). Pour obtenir B, fo on redérive
et on obtient, pour n > 2

5 () maetsr* = 2 a4 ) = Lo+ )" 4 (0= Dot + )",

n2
k=0

En prenant y = 1 — x on trouve

x 9 1

B, fa(z) = 5(1 +(n—1z) =2+ Em(l — ).
On constate que
1

(3.3) B f2(x) — fao(z) = Ex(l — )

en particulier By, fo — f2 uniformément sur [0, 1].
Soit maintenant f € C([0,1]. On utilise le fait que B, fo = 1 pour écrire

B, f(w0) — f(20) = Buf(x) — /() Bufole Z{ ( ) m)] (’;) 21— 2yt

k=0
(Z) xk(l _ x)n—k

ONL

Soit & > 0. 1l existe n > 0 tel que, si |y — x| < n alors | f(y) — f(z)] <
n ne dépend pas de z). Soit I ={k€{0,...,N} : |2 —z[<net J=

(3.5) Zf(i)—f(m) (Z) Rl - nk<g’;(> (1 —a)"k

kel

donc pour z € [0,1],

(3.4) Baie) -~ f0) < 3|1

7. (Remarquons pour la suite que
{0,...,N}\I. On a
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Par ailleurs, si k& € J, alors |% — x| > n que nous allons écrire 1 < -5 (% fx)Q. D’autre part,
If () = f(@)] <2/ f]- Il en résulte que

(36) ;;Qf<i>—aﬂx)(z>xﬂl—mYPk
< S osll (3) 7 (£ o) et o

keJ
N 2
A ([0 -t
k=0
- 2”52”"" [Bufa(w) = 2By fi() + 2 Bufo (@)

AWy < W
n°n 2n%n
avec (3.3). Il suffit alors de prendre N tel que % < ¢ et on obtient | B, f(z) — f(z)| < 2¢ pour n > N.
Notons que, comme 7 est indépendant de z, N aussi, la convergence est donc uniforme. (Il
REMARQUE 3.3. Il faut remarquer que les polynémes de Bernstein ne sont pas des polnémes d’interpolation
de f. On a en général B,, f(j/n) # f(j/n) (bien que B, f(j/n) soit une approximation de f(j/n) si n est
assez grand).
On pourrait se demander pour quoi ne pas considérer les polyndmes d’interpolation de Lagrange. 11
se trouve que la suite ainsi construite ne converge pas uniformément vers f. Cela peut se montrer a 'aide
du théoreme de Banach-Steinhaus.






CHAPTER 2

Application de I’analyse fonctionnelle a ’analyse de Fourier

1. Rappel de base sur les séries de Fourier
Dans ce chapitre, on notera
e Pour 1 < p < +o0,

1

1 P
LP(T) = {f]R — C, f l-périodique, | f[|, = (/o |f(t)|pdt) < —l—oo};

e Pour p = +00, on modifie

L>®(T) ={fR — C, f 1-périodique, | f||,, = supess|f(t)] < +oo};

En d’autres termes, LP(T) = {f R — C, f 1-périodique f1p; € LP(R)} muni de la norme
||f||L,,(T) = Hfl[o’l]HLp(R)' Ainsi LP(T) s’identifie & L?(0,1).
e C(T) = {fR— C, f l-périodique et continue}. Alors, si f € C(T), f est borné et on note,
[flloe = sup [ f(t)]-

Pour f € LP?, dire que f est 1-périodique signifie que f(t+1)— f(t) = 0 presque partout et évidemment,
on identifie deux fonctions qui sont égales presque partout. Par ailleurs, on noter simplement || f[|, si
aucune ambiguité n’existe. Remarquons aussi qu'une fonction f € LP(R), p < 400 ne peut étre 1-
périodique, a moins d’étre nulle.

Exercice.

(1) Montrer que LP(T) C L} (R) C L}, .(R).

(2) Si f € Li,.(R) est 1-périodique, alors pour tout a € R, f;“ ft)ydt = fol f(t)dt. En d’autres
termes, 'intégrale d’une fonction 1-périodique sur une période ne dépend pas de I’endroit ou

commence la période.

(3) Sig < palors LP(T) C L9(T) et, pour tout f € LP(T), [[fll, < [If]l,-

DEFINITION 1.1. Pour f € L'(T), on définit

1
e les coefficients de Fourier ¢ (f) = / ft)e 2™ dt, k € Z;

0
e les sommes partielles de la série de Fourier de f,

N

SNf(t) = D el(f)er™  N=>0;

k=—N
e la somme de la série de Fourier de f,

N

Sf(t) _ Nl_lg_loo Z Ck(f)e2i7rkt
k=—-N

27
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Attention, on note souvent de fagcon abusive Sf(t) = Z cr( f)e%rkt, mais au sens strict, cette derniere

kEZ
quantité signifie
N
S _ : 2imkt
0 = B> e
k=—M
-1 N
li 2imkt li 2i7rkt.
i 2, DT Jlim D enlf)e

Il est important de remarquer que, quand on parle de séries de Fourier, les indices dans les sommes sont
symétriques.

N
Remarquons que cette difficulté n’a pas lieu si Z lek(f)| converge i.e.  lim Z lex(f)] a une
M,N =00
_ keZ k=—M
limite. Comme sup,cg |cx(f)e2™| = |cx(f)], cela signifie que la série de Fourier converge normalement

dans C(T). En particulier, sa limite est continue.

EXEMPLE 1.2. Soient 0 < a < b < 1 et soit f la fonction 1-périodique telle que f(x) = 1(q,)(x) si
x € [0,1]. Alors ¢o(f) = b — a (remarquez que co(f) est la moyenne de f) et, si k # 0, alors

b o—2imhkt 1?
Ck(f):/ e 2R qt = {—2i7rk]
a a

—2imkb —2imka :
e —e _—sinkegesinTk(b —a)

—2imk wk

Remarquons que cx(f) — 0 quand k — too.

NOTATION 1.3. On notera dans la suite ey, la fonction 1-périodique continue définie par e, (t) = e2™**.

Notons que |ex| = 1 et que la 1-périodicité vient du fait que ™™ =1 si m € Z. De plus e_(t) =

ex(—t) = er(t) et ejer, = ej4k. Enfin fol er(t)dt = 00 olt 0y ; est le symbole de Kronecker
1 sik=y
5 . =
wd {O sinon.
On notera
N
Pn ={ Z e e € CY
k=—N
'espace des polynomes trigonométriques de degré N, et P = |y, Pn 'espace des polynémes trigonométriques.

REMARQUE 1.4. Si on note z = €2 on peut remarquer que e~ 2" = z = % Ainsi, le polyome
N N
trigonométrique Z cpethTt — Z 2" est un polynéme de Laurent (restreint au cercle unité).

k=—N k=—N

Ck si |k’| SN

0 silk>N En particulier Sy/(f) = f

EXEMPLE 1.5. Si f = ZQ;,N crer, € Py alors cx(f) = {

si M > N et ci(f) = 0 quand k — +oo.
Cela résulte directement de la propriété ci(e;) = 0k, ; qui vient du fait que

1 1
ck(ej) = /0 ek(t)éj(t) dt = A 6k,j(t) dt = 5k7j,0 = (Sk,j.

LEMME 1.6 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Si f € L'(T), alors pour tout k € Z, |cx(f)| < || f|;-
De plus ci(f) — 0 quand k — +o0.

En d’autres termes, Uapplication linéaire f — (ci(f)) est continue L'(T) — co(Z).

kEZ
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DEMONSTRATION. On peut soit adapter la démonstration du premier semestre pour la transformée
de Fourier, soit remarquer que ci(f) = F[f1jo,1](k) et utiliser le lemme de Riemann-Lebesgue pour la
transformée de Fourier.

Pour la démonstration directe, il faut utiliser la densité des fonctions étagées dans L'(T). On peut
aussi utiliser la densité des polynomes trigonométriques dans L*(T). Il faut toutefois prendre garde que
cette densité peut se démontrer a 1’aide du lemme de Riemann-Lebesgue. (]

DEFINITION 1.7. Pour f, g € C(T), on définit leur convolution

1
f*ﬂﬂ:iélﬂﬁg@—sﬁh.

Alors fx g € C(T). De plus, (f,g) — f * g s’étend en un opérateur bilinéaire LP(T) x L4(T) — L"(T) a
1 1 1

condition que — + — < 1+ —. Enfin, si — + — =1 alors f g € C(T).
p g r p g

1 1 1
La premiére partie est directe. Pour la deuxieme, LP(T) x L¢(T) — L"(T) quand — + — =1+ — se
p q r
fait comme au premier semestre (c’est une utilisation de la dualité et de I'inégalité de Holder) et ensuite
1 1
L"(T) C L*(T) si s < r i.e. si — < —. La derniere se fait également comme pour la convolution sur R.

Notons aussi que f*xg=gx* f.

REMARQUE 1.8. Remarquons que, si f € L(T),

1 1
f* ek(t) — / f(s)e2irrk(t—s) ds = / f(s)eZirrkte—Zink-s ds
0 0

‘/01 f(s)e—Qiﬂks dse2i7rlct — Ck(f)ek(t)~

Ainsi, si on définit 'opérateur LP(T) — LP(T) donné par Ty : g — f * g, alors Te, = ci(f)er. Ainsi ey
est vecteur propre de Tt pour la valeur propre c(f).

LEMME 1.9. Soient 1 < p,q < oo. Si f € LP(T) et g € LY(T) alors f xg € LY(T) et cx(f xg) =
e (f)er(g).

DEMONSTRATION. Comme LP(T), L4(T) C L'(T), il suffit d’appliquer I'inégalité de Young pour voir
que f x g € L*(T). De plus

/ |f(s)g(t — s)|dsdt < o0
TxT

ce qui justifie I'utilisation du théoréme de Fubini dans le calcul suivant

1 1
/ / f(s)g(t — s)dse 2kt ¢
0 JO
1 1 ) )
_ / / f(s)g(t _ 8)672z7rk(tfs)ef2z7rks dt ds
0 JO
s+1

1
— / f(S) / g(x)€72i7rkm dz ef2i7rks ds
0 s
1 1 ) )
_ / f(S)/ g(x)e—Qurkz dz e—Qzﬂ'ks ds
0 0

1
= /O f(s)ex(g) e imhs 4 = ck(f)er(g)

ck(f *9)

ou on a utilisé le changement de variable z = ¢t — s et le fait que I'intégrale d’une fonction 1-périodique
sur une période ne dépend pas de I'endroit ou commence la période. O
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Revenons aux séries de Fourier. Notons qu’alors

N N
Snf= Z cx(flexf = ( Z ek>*f.

k=—N k=—N
Mais si ey (t) # 1, c’est-a-dire, si t ¢ Z,

N N —2inN 2im(N+1
S el = 3 e € oY
k - - 1 _ g2imt
k=—N k=—N
_ et efiﬂ'(2N+1)t _ ei‘n’(2N+1)t B —9% sm(2N + 1)’/Tt
o eimt e~imt — gimt N —2isin 7t
N N
Pour t € Z, on remarque que Z er(t) = Z 1 =2N + 1 qui s’obtient aussi par prolongement
k=—N k=—N

par continuité de la formule précédente.

DEFINITION 1.10. Le noyau de Dirichlet (de degré N) est le polynome trigonométrique de degré N

N .
2N +1 siteZ
N( ) kzgiN ek( ) {5111(2N+1)7rt sit ¢ 7.

sin 7t

Alors Sy(f) = Dy * f.
Les propriétés clés du noyau de Dirichlet sont les suivantes

PROPOSITION 1.11. Le noyau de Dirichlet Dy a les propriétés suivantes:

(1) Dy est un polynéome trigonométrique de degré N.
(2) Dy est une fonction C*°, 1-périodique et paire. En particulier, Dy € L'(T).

1/2
(3) Dy(t)dt =1.
1/2
1/2 9
4) / [Dn(t)|dt > =1In N.
1/2 u
N
DEMONSTRATION. Par définition Dy (t) = Z er(t) est un polynome trigonométrique de degré N
k=—N

et est donc dans C* et 1-périodique. La parité est directe soit avec la deuxieme expression de Dy soit
avec l'observation ey (—t) = e_x(t).

On observe immédiatement que

12 . 1 ik =0
/ ex(t) dt = / L T
-1/2 0 £ =0 sik 7é 0

2k

et par linératité de 'intégrale, on en déduit que

1/2 N 1/2
Dy(t)dt= Y / er(t)dt =1.
1/2 N Y —1/2

Pour la derniere propriété, il faut d’abord tracer le graphe de Dy sur [0, 1/2]. Remarquons que t — sin 7t

est croissante et positive sur [0,1/2]. Par ailleurs, ¢ — sin(2N + 1)t s’annule et change de signe en
J

N 11 j=0,...,N. Deplus, pour j € {1,...,N}ett € I; ;== [j/2N +1),(j+1)/(2N +1)], en
utilisant le fait que sint < ¢, on obtient

sin(2N + 1)«t sin(2N + 1)xt 2N + 1)|sin(2N + 1)7t
|DN(t)‘:| ( >|2| ( )|2( )| sin( )mt|

sin 7t it J+1
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Il en résulte que

12 N-1 N-1 (j+1)/(2N+1) (2N + 1)|sin(2N + 1)7t]
/ Da(t)] > / / 1 ¢
0 j=0 1% Jj=0 (2N+1) ’
N-1 j+1 Z 1
> / |sin7t|dt = =
i=0J j+1 J =)
2 d 2
> 7/ & lnN
s 1 T

O

Rappelons que nous avons vu la notion d’approximation de I'unité dans LP(R) au premier semestre.
La notion s’étend naturellement a LP(T). Nous laissons en exercice I’adaption de la démonstration pour
obtenir le résultat suivant:

THEOREME 1.12 (Approximation de 'unité dans LP(T)). Soit k, € L*(T) une suite de fonctions
telles que

1/2
(1) pour tout n, / kn(t)dt = 1;
—1/2
1/2
(2) Il existe C > 0 tel que, pour tout n, / |kn ()| dt < C;
—1/2
(3) Pour tout § > 0, / |kn(t)] dt — 0 quand n — +o0.
6<[t|<1/2

Alors, si1 <p < +oo et f € LP(T), [knxf— fll, =0 et si feC(T), [knxf—fllo—
On dit que (kp,), est une approximation de l'unité.

Malheureusement, (Dy)n>1 n'est pas une approximation de l'unité, on n’a donc aucune garantie
(pour linstant) que Sy f = Dy f — f. Avant d’étudier cette question plus avant, nous allons étudier la

Césaro convergence de Sy f vers f. Rappelons que nous avons introduit cette notion au premier semestre

. , e tar+ o+ ap— .
et qu’on dit que a,, tend vers a au sens de Césaro si — a et que si a,, — a alors a,

n
tend vers a au sens de Césaro mais que la réciproque est fausse.
Considérons donc

UNf:S'Of-i--..—l-SN1f:D0>(<f+..._|_DNl*f:<1NZan>*f

On introduit donc

N-1 N-1 N-1
1 1 sin(2n + 1)xt 1 ;
Fn(t = — D. (t) = — — I i(2n+1)wt
() N ~= n(t) N = sin 7t Nsinmt 7;) me
N-1 ) .
1 ) 1 efmt _ 61(2N+1)7Tt
- - 1 i(2n+1) 7t — 1 :
Nesinat (7;)6 Nsinat 1 — ei2nt
_ L eNm €Nt 1 v —2isin Nt
Nsint e—imt — gimt Nsint —2isin 7t
_ (sinNt)?
~ N(sinmt)?’

Ce calcul n’est valable que pour t ¢ Z mais pour t € Z, on obtient le résultat par continuité.

DEFINITION 1.13. Le noyau de Fejér est défini par

N-1 i 2
1 & (BT it ¢ Z
—— Dnt: N \ sinwt .
Y X o= {F ) e
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et les sommes de Fejér sont définies par
1 N1
onf=Fnsf=1 3 Suf.
n=0

Exercice. Montrer que

= Y (1) e

=—N
et en déduire que

N
onf)= 3 (1—']’3') en()esm
k=—N

THEOREME 1.14. Le noyau de Féjer est une approzimation de lunité. Ainsi, si 1 < p < +oo
et f € LP, onf — [ dans L? ie. |onf—fl, = 0 et si f € C(T), onf — f uniformément i.e.

lonf = flloe =0
DEMONSTRATION. Tout d’abord
1/2 1/2 1 1/2 1 V=l
Fy(t)dt = / / B
/—1/2 1/2 Z 1/2 TN ;::0

Ensuite, on remarque avec le calcul ci-dessus que Fy > 0 donc

/1/2 |Fy|(t) dt = /1/2 Fy(t)dt = 1.

—1/2 —1/2
Enfin Fiv est paire doncsi 0 < § < 1/2,
121 /sin Nnt 12 g4
[ = [ (BN 2
s<lt|<1/2 s N \ sinmt N sm7rt
quand N — +o0. O

Remarquons enfin que Sy f est un polynéme trigonométrique donc o f aussi (ou utiliser I'exercice
ci-dessus). On en déduit donc:

COROLLAIRE 1.15. Les polynomes trigonométriques sont denses dans LP(T), 1 < p < +oo et dans
C(T).

Par ailleurs, si f,g € L'(T) sont tels que c(f) = cx(g) pour tout k alors oy f = onxg. En passant &
la limite, on en déduit que f = g. Ainsi

COROLLAIRE 1.16. L’application L*(T) — co(Z) donnée par f — (cu(f)) est injective.

kEZ

On peut montrer que cette application n’est pas surjective.

2. Convergence et divergence des séries de Fourier

2.1. La théorie L%. Le cas L*(T) est particulier puisqu'il s’agit d'un espace de Hilbert avec pour

produit scalaire
1
- [ rwama
0

1 1
<ek; e€> _ / eZu'rkteziﬂ—gt dt = / 62171' (k—0)t dt _ 5k 0
0 0

On remarque qu’alors
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Ainsi (eg)rez est un systéme orthonormé. Comme par ailleurs 'espace engendré par les (ex)rez est
I'espace de polynomes trigonométriques qui est dense dans L?(T), on en déduit que c’est une base or-
thonormée. On remarque enfin que

1 1 ‘
(o) = [ f@ide= [ poe 2 at = (1)
0 0
En utilisant la théorie des espaces de Hilbert, on en déduit

THEOREME 2.1. Soit f € L*(T) alors

(1) La série de Fourier de f converge vers f dans L*(T), i.e. ||f — Snf|l, = 0 ou encore, au sens

L2
N
. ikt __
i, 3 =
k=—N
qu’on écrit
+o0 ]
(2.7) Ft) = alH)e ™.
k=—oc0
(2) On a lidentité de Plancherel
1 +oo
[ 1rora= 3 e
0 k=—
(3) On a Videntité de Parseval, si f,g € L*(T),
1 7 +oo
[ rws@a= 3 apawm.
0 k=—o00
REMARQUE 2.2. En utilisant la théorie hilbertienne, on a légerement mieux
N
: 2imkt __
e A k_z_:M ck(f)e”™ = f.

Il faut remarquer que cette limite L? n’est pas une limite presque partout. Du cours du premier semestre,
on sait qu’il existe M}, N — +oo tel que

Ny,
. ikt __
Qi > (e = f(t) pp.
k=—M,;

C’est un résultat tres profond di & Carleson (p = 2, 1966) et Hunt ( cas 1 < p < 400, 1968) que si
f e LP(T)
N

Ghim k:Z_N ex(F)e ™ = f(t) pp.

2.2. Convergence ponctuelle - théoréme de Dirichlet.

THEOREME 2.3 (Dirichlet). Soit f € LY(T) et to € R. On suppose qu’il existe n > 0 tel que, sur
Jto — m, to[ et sur Jto, to +n[, f est de classe C* et de plus

fltg) = lim f(t) et f(tJ)ZtliIgf(t)

t—t,

existent (si f est discontinue en ty, c’est un saut) et f a des dérivées a droite et a gauche en ty:

Fr) = tim Oy gy SO S0

t—ty  t—to -ttt t—to
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existent. Alors la série de Fourier de f converge en ty et

N _
; flte) + f(td
Z Ck(f)ezlﬂ'k}to — ( 0) 5 ( 0).
=N
DEMONSTRATION. Notons f (t) = f(to +t) qui vérifie les mémes propriétés que f, mais avec tg = 0.
Il est facile de voir que cx(f) = cx(f)e? ™kt et alors

N N
Sn(f)t) = Z cr( et = Z cx(f)e2imhto 2imkt
k=— k=—N
N
=Y )RR < S (£)(t + to).
k=—N

Quitte a remplacer f par f , on peut donc supposer que ty = 0.

1/2
On remarque ensuite que Dy est paire et que Dy(t)dt =1, on a donc
~1/2
0 1/2 1
Dy (t)dt = Dy(t)dt = .
~1/2 0 2
Mais
1/2 1/2
Snf(0) = Dy * f(0) = Dn(0—t)f(t)dt = Dy (1) f(t)dt
—1/2 —-1/2
d’olt
_ + 0 0
swp() - IO [ pwswar— [ Dyt
~1/2 ~1/2
1/2 1/2
+ Dy (t)f(t)dt — Dy (t)dt f(07)
0 0
0
_ Dn(®)(f(t) - £(07)) dt
~1/2
1/2

+ Dy (t)(f(t) — f(0F)) dt.

0
Il suffit donc de montrer que
1/2

Dn(t)(f(t) = f(0F)) dt = 0
0

quand N — 4o00. En remplagant f par f(—t), la premiére intégrale tendra également vers 0. Pour cela,
rappelons I'expression du noyau de Dirichlet:

v 12 gin T
D) () - st = [ ETEDT (1) f07) ar
A (U (i ppnees
= "

sin 7t t

0

I <2N2+ 1 )

ou F désigne la transformée de Fourier sur R et

t St - £0%)

sin 7t t

<P(t) = 1[0,1/2]
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est bornée (sint ne s’annule qu’en 0 sur [0,1/2] et L

t
Remarquons que ¢ € L'(R) car 10,121
o ’ sin 7t
se prolonge par continuité en 0) et

— f(0+ — f(0* - (o7
() tf(O A0 tf(O )1[07n]+M1W/2].

La premiere est continue sur son support [0,7] qui est compact donc dans L', la seconde est bornée par

[£(07)]
U

1
H|f(t)|1[n71/2] + Lip1/2
qui est encore dans L car f € L'([0,1/2]) et le deuxiéme terme est borné & support compact. On a donc
écrit que
1/2

2

Dn(8)(f(2) = F(0*)) dt = Tm Fly] (2N+ 1)

0

ol ¢ € L'(R). D’aprés le Lemme de Riemann-Lebesgue (du premier semestre), F[g] (225) — 0 donc
sa partie imaginaire aussi. O

2.3. Régularité, convergence, ’espace H!(T). Commencons par une remarque, si g € C(T) et
f une primitive de g, alors f n’est pas forcément 1-périodique. Plus précisément, on a alors f(t) =

£(0) —l—/o g(s)ds donc

t+1 1 t+1
FE+1) = £(0) + / g(s)ds = £(0) + / o(s)ds + / o(s)ds
:f(0)+/0 g(s)ds—i—/0 g(s)ds=f(t)+/0 g(s) ds.

1
Donc f est 1-périodique si et seulement si / g(s)ds = 0 i.e. g et de moyenne nulle sur une période.

0
Notons que dans ce raisonnement, g n’a pas besoin d’étre continue, il suffit qu’elle soit intégrable.
Nous allons définir

HYT) = {fR — C telle qu'il esite ¢ € C, g € L*(T)

avec /Olg(?f)dt:07 f(t)zc—l—/otg(s)ds}.

La premicere observation est que L?(T) C L}, (R) donc ¢ + / s)ds est bien définie sur R et est
0
1-périodique. Ensuite, si t,tg € R, il existe R > 0 tel que ¢,to € [-R

/t:g(s) ds

En particulier, f est continue donc dans L*(T). En évaluant en ¢t = 0 on obtient ¢ = f(0) donc f(t) =
t

, R] et alors

1
|f(t) — f(to)| = < /0 1y, (8)lg(s)|ds < [t — io\l/ngl[—R,R]H2~

£(0)+ / g(s)ds. La fonction g est notée f’. En effet, c’est la dérivée au sens des distributions de f: si
0

- /R F(0)¢(t)dt — / / §) dsg! (1) dt
- /]R /R sgn(t) 10, (s)g(s)' (t) dt ds.

peCx

(f, o)
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En effet, la premiére intégrale est nulle car ¢ est & support dans un intervalle [—R, R] donc

2R
[ro0wa= [ g o= 10)peR) - f0)p(-2R) =0
-2

et pour la deuxieme, on peut appliquer Fubini puisque |¢'(t)| < [|¢’|| . 1;-r,r] donc

|sgn(t)110,4(5)9(5)%" ()] < 191l s 10,0 () L= r,m) (D)9 (5)]|
<& oo L= Ry R (5) 1= r,m) (D)]9(s5)] € L' (R)

puisque L?(T) C LY(T) donc g est intégrable sur tout intervalle de longueur 1 et donc localement
intégrable. Mais alors

<f/a(p> :7/]1%9(5)/R1[07t](5)g0/(t)dtds

Revenons donc & Fubini. On remarque que si ¢t > 0 et s € [0,¢] alors t > set sit <0 et fotg(s) ds =
- ft s)ds donc t < s

s)dsy’(t) dt = s)ds¢'(t)dt — s)ds ¢ (t) dt
K . / f L
/ / t)dtg(s ds_/+°°/+°° t)dt g(s)ds

/1 9(s)e <wh43/ () g(s) ds

/f 5)ds = (g, ¢).

Inversement, si f € L? est tel que sa dérivée au sens des distribution est dans L?(T) et de moyenne

nulle, on peut définir
t
t) = / f'(s)ds
0

Alors le calcul qu’on vient de faire montre que la dérivée au sens des distributions vérifie f "— f"=0donc
f — [ est une constante.

DEFINITION 2.4. L’espace de Hardy est définit par
HY(T) = {f € L*(T) : f' € L*(T)}

et on munit cet espace de la norme

1 1
2 _ 2 / 2
HNW—ALWN&+AU&NM

Exercice. Montrer que || f|| ;1 définit bien une norme.

Cette norme est clairement issue du produit scalaire

1
o = [ s050ac+ [ P07
LEMME 2.5. Les fonctions de H' sont Holderiennes d’exposant 1/2 et s’écrivent f(x) = f(0) +
x
/ f'(t) dt. De plus
0

Il <27 et sup LT gy

T#Y |
En particulier C1(T) C HY(T) C C(T) et si (fi) € H* converge vers f € H' alors fi, — f uniformément.
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DEMONSTRATION. Soient f € HY(T) et z,y € R. Ecrivons f(z) = f(0) + / sgn(x) 1o, (t) f'(t) dt
R

avec f' € L*(T).
Nous allons d’abord montrer que

/(@) = F@) < F |l = 2.

11 suffit évidemment de considérer le cas © < y. Commencons par regarder z < y < z + 1. Alors

Y Y x+1
@) - 1wl = | [ f'(t)dt]s [irwa= [ ol
x+1

1/2 1 1/2
<m—yw@(/ ﬁ@WdQ =m—wP”(Alf@WdO < (@— g2

avec Cauchy-Schwarz puis la 1-périodicité de f.
Siy>x+1, il existe un entier k£ > 0 tel que ¢+ k <y <z + k + 1. Par 1-périodicité

(@) = F)l = |f @+ k) = f@)] <+ k =y 21 f |

avec le cas précédent. Mais [ +k —y|=y—2—k <y — 2 = |z — y|, on a donc encore

(238) [F(@) = @) << Je = V21l
Cela montre bien que f est Holderienne 1/2 avec
flz) -
sup L SO g

aty o —y[V?
De plus, en prenant y = 0 dans (2.8) on trouve, pour z € [0, 1],

@I < IFO1+ 12720l < 201 e

En prenant le supremum sur [0, 1] puis en utilisant la 1-périodicité, on trouve bien || f|| . < 2||f|l ;- O

Il en résulte donc que

uunsumn+uffmd4gumn+éﬂf@dt

1/2

gum>+(llfmﬁw>

donc
1
F@F <2fOF +2 [ IF 0P
0

puis en intégrant sur [0, 1],
1 1
[ 1r@ras <2 +2 [ 17 0P
0 0
1
et finalement ||f\|§11 <3| (0)* + 3/ |£'(t)* dt. Inversement, le méme raisonnement donne
0

1
|ﬂ®?§ﬂﬂ@ﬁ+2A|W@Fw

et en intégrant entre 0 et 1

|ﬂmﬁs2é|ﬂmPM+2A\f@Fm
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1
d’ott |£(0)|? +/ If/()2dt < 3||f|\§11. Certains auteurs définissent donc la norme H! comme étant
0

1
2. = |£(0) +/0 |f/(t)]? dt. On vient de montrer que cette norme est équivalente & la précédente:

%nmnm <1l < V3l

L’intérét de la deuxieme norme est qu’il est un tout petit peu plus facile de montrer:

THEOREME 2.6. L’espace H'(T) est complet et est donc un espace de Hilbert.

DEMONSTRATION. Soit (fi)x une suite de Cauchy dans H'(T) et écrivons f,(z) = fk(O)—&—/. fr.(t) dt.
0
On a [fx(0) = fe(0)] < [||fx — felllm donc (fx(0)), est une suite de Cauchy dans C. Elle est donc

convergente et on note ¢ sa limite. De meéme [|f} — fill, < [[|fx — felllmr donc (f}), est une suite de

Cauchy dans L?(T). Elle est donc convergente et on note g sa limite, g € L?(T). On définit alors
x

f(z) = c—|—/ g(t)dt donc f € HY(T) et f' = g. Il reste & voir que fr — f dans H', ce qui est évident
0

puisque
1
1= Al = 100) = e+ [ 170 = a0 de 0
puisque chacun des deux termes de la somme tend vers 0. ([

LEMME 2.7. Les polyndmes trigonométriques (donc aussi les fonctions C*°(T)) sont denses dans
HY(T).

DEMONSTRATION. Soit € > 0 et f € H'. Comme f' € L?, les sommes partielles de sa série de
Fourier convergent vers f’ dans L?, il existe donc N tel que ||f' — Sn(f")|l, < e. On définit alors
g(@) = F(0) + [ Sn () dt.

Notons que, comme f’ est de moyenne nulle, ¢o(f') = 0 donc Sy (f’) est de moyenne nulle. Ainsi,
on a bien gn € HY(T). Notez que Sx(f’) n’a pas de terme constant, donc sa primitive g est encore un
polynome trigonométrique. Enfin |||f — g|||g: = ||f/ — Sn|| < e. O

On peut espérer qu'un certain nombre de propriétés des fonctions de C!(T) restent valables dans
H(T). C’est en particulier le cas de la formule d’intégration par parties:

LEMME 2.8 (Formule d’inégration par parties). Soient u,v € H(T) alors pour a,b € R

b b
/ w(t)v' (t) dt = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / o' (t)v(t) dt.
En particulier
/0 u(t)v'(t) dt = —/O u'(t)v(t) dt.

DEMONSTRATION. Remarquons que ceci a bien un sens puisque u, v sont continues donc bornées sur
[a,b] et que u',v" € L*(T) C L},.(R). De plus, la continuité de u,v donne un sens & u(b)v(b) — u(a)v(a).
En particulier, par périodicité, u(1) = u(0) et v(1) = v(0), donc la deuxieme formule résulte directement
de la premiere.

Cette derniére est évidemment vraie si u,v € C'. Comme C' est dense dans H', si u,v € H', il
existe des suites (uy), (v) de fonctions de classe C* telles que ux — u et vy, — v dans H'. En particulier,

ug, — u uniformément et v}, — v’ dans L*(T) donc dans L'([a,b]) . Ainsi

/a e () () e / " () () da.
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b b
De méme, uy(z)vg(z) dz — / u'(z)v(xr)dz. La convergence uniforme impliquant la convergence

ponctuelle, on a aussi u(b)vk(b) — ux(a)vg(a) = u(b)v(b) — u(a)v(a). En passant a la limite dans la
formule d’intégration par parties de C!,

b b
/ ug(z) vy () dr = ug (b)ve(b) — uk(a)vk(a) — / ) (z)vg(x) do
on trouve la formule d’intégration par parties de H'. ([l

COROLLAIRE 2.9 (Dirichlet). Soit f € HY(T) alors cx(f'") = 2imkex(f). De plus la série de Fourier
de f converge uniformément vers f et

1115 =Y (1 + 47K |ex ()]
kEZ
donc
HY(T) = {f eLYT) ) (1 —|—47r2k:2)|ck(f)|2} .
keZ

—2imkt

DEMONSTRATION. En appliquant la formule d’intégration par partiesu = fetv =c¢ on trouve

1 1
crl(f) = /0 F(t)e=2imht gy — /0 F()(=2imk)e=27kt 4t = 2imheq(f).

1
On peut remarquer qu’on retrouve le fait que co(f’') = / f/(t)dt = 0 par périodicité de f.

0
Comme f est continue, on sait grace a Fejér que Sy(f) — f au sens de Césaro. Mais par ailleurs,
pour k # 0, ci(f') = cx(f)/2imk donc

S (e ™ = ol = 3 5

k#0 k£0 k£0

1/2 1/2

9 1
< Z|Ck(f)| ZW

k£0 k#£0

avec Cauchy-Schwarz. Il résulte de Parseval et f € L?(T) que la premiére somme est finie et la deuxieme
Pest clairement. Ainsi Sy (f) est normalement convergente donc uniformément convergente. On sait déja
que sa limite au sens de Césaro est f donc sa limite usuelle aussi.

Enfin, Parseval nous dit que

I = 115+ 115 = S lee (O + D amk?|en ().

k€EZ keZ

La caractérisation de H'(T) en terme de séries de Fourier en résulte immédiatement puisqu’on a alors
Sn(f) converge dans H'. O

REMARQUE 2.10. La démonstration est un peu plus simple si f € C'. On n’utilise H' que pour
étendre la formule d’intégration par parties.

On peut aussi considérer les classes de Holder C® i.e. les fonctions qui vérifient |f(z) — f(y)] <
Clz —y|*, a > 0. On peut adapter la démonstration du théoréme de Dirichlet de convergence ponctuelle
des séries de Fourier pour vérifier que si f € C* Sy(f) — f ponctuellement si a > 0. Un résultat un
peu plus fin di & Bernstein montre qu’on a méme convergence normale quand « > 1/2. Par contre, ce
dernier résultat n’est plus vrai pour o < 1/2.

Le lecteur intéressé pourra consulter le livre de Katznelson “Introduction to harmonic analysis” ou
celui de Zygmund “Fourier series”.

COROLLAIRE 2.11. Soit f € L'(T) et supposons que f est de classe C* sur un intervalle (o, B) C R.
Soient a« < a < b< B. Alors Sy(f) — [ uniformément sur [a,b].
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DEMONSTRATION. Si 3—a > 1iln’y a rien & faire puisqu’alors f € C1(T) et le théoréme de Dirichlet
permet de conclure. On suppose donc que 8 — a < 1.

Considérons alors a < ¢ < a < b < d < 3 de sorte que f est C! sur (c,d) et on peut prolonger f de
(¢,d) & R en une fonction g, 1-périodique de classe C! sur R. Ainsi Sy (f) converge uniformément vers g
sur R. En appliquant le principe de localisation, il en résulte que Sy (f) converge également uniformément
vers g = f sur [a,b]. O

2.4. Un exemple: Le phénomeéne de Gibbs. On considéere la fonction de Heaviside périodique:

() — 0 site(—1/2,0)
|1 osite(0,1/2)

et en 0 et en 1/2 on peut prendre n’importe quelle valeur, disons 1/2. Cette fonction vérifie les hypotheéses

1
du théoréme de Dirichlet. On calcule, ¢o(H) = = et

2
- 1/2 ikt 1 itk _ 1 B 0 si k est paire, k #£ 0
cx(H) = e dt = ———— = 1 . . . .
0 —2irk —— si k est impaire,
ikm
La série de Fourier de H est donc
1 e2im(2p+1)t 1 T 2impt _ —2im(2p+1)t
S = 3 rm it
2 (2p + i 2 = i(2p+ 1)m
sin 27 (2p + 1)t
2.9 = = .
(29) + Z 2p+1
Le théoreme de Dirichlet nous dit donc que
0 ite]—1/2,0
714_ +X:81n27r2p+1) ) S%tE}OI/Q[ [
2 2+ 1 sit€lo,1/

1/2 sit=0ou +3

et que, grace a Dirichlet, cette série converge simplement pour tout ¢t € R (vers H sur |k —1/2, k[U]k, k +
1/2[ et vers 1/2 en k/2, k € Z).

Le principe de localisation montre que de plus la convergence est uniforme sur [§,1/2 — §] et sur
[-1/2 4 6,—4] pour 0 < 6 < 1/4. En particulier, il existe Cs tel que |Sy(f)(t) — H(t)| < Cs pour tout
tels1/2-74].

La convergence ne peut étre uniforme sur [0, 1/2] ni sur [-1/2,0] car Sy (f) étant continue, sa limite
uniforme serait continue aussi or on sait que Sy(0), Sy (1/2), Sn(—1/2) — 1/2.

Notez aussi que Parseval donne

1 1/2 , L1 1
- H()2dt = HPP=-+2Y ——
2 / O D len(H)P = 7+ ;)(2p+1)2w2

- kEZ
L e 1 w2 .
soit pz:(:) W = § Ensuite
+oo [e'e) oo 9
1 1 1 1
S e e T
2 2 )
st e (21?4 8
+00 1

et en résolvant ’équation en S, g — =
n

n=1



2. CONVERGENCE ET DIVERGENCE DES SERIES DE FOURIER 41

Etudions I’absence de convergence uniforme de plus pres. Pour cela, considérons les sommes partielles

N
San1(H)(t % + - Z sin 2;;2_‘1_):_ DL
On écrit Son+1(H)(t) = % + ®n(t) et on remarque que ®y est 1-périodique, impaire. De plus
Sr(1/2 1) = zisin T(2p+1) — 27(2p + 1)t) — (1),
™ 2p+1

11 suffit donc d’étudier @ sur |0, 1/4].
En dérivant, on trouve

Oy (t)

N N
4 Z cos2(2p + 1)t = 45}32 e2(2p+1)imt
p=0

p=0
e2imt _ 2(2N+3)imt

= 4R

1— e4'L‘7‘rt

= 4R < N+1)171'7§6

4608 2(N + 1)7tsin2(N + 1)mt 2sin4(N + 1)mt
sin 27t B sin 2t

2(N+1)imt _ 62(N+1)i7rt )

672i7rt _ e2i7rt

Ainsi, on voit que ®y atteint un extremum local en t; = ﬁ, kE =1,...,N. Plus précisément, il
s’agit d’'un maximum local si k est impaire et d’un minimum local si k est pair.

De plus

D(tor 1) — Pltar—1) pes sin 27t
A(N+1)

_ 2/4?1'3111) sind(N + )t
1
T sind(N + 1)t

—avrn Sin 27 (t + (N+1))

1 /7r sin s d

= S
2 s+2km
2(N + 1) _x Sin 2(J[r\f+1)

sins|— s].
- 2km— - 2kt
0 sin 2(1\’,T+f) sin 2(1\7,T+f)
Comme 1/sint est décroissante pour ¢t € [0,7/2] et 22(%r+f), 22(1%1-5 [0,7/2]sis €[0,7m] et 2k+1 < N+1
i.e. tog+1 < 1/4, on obtient ®(togy1) — P(tox—1) < 0 pour ces k. En d’autres termes, les maxima locaux
sont décroissants jusqu’a 1/4 et

dt

1
2(N +1)

1 1
sup Sont1[H](t) ==+ sup Py(t) = 3 + Dy (t1).

te[0,1/2] te[0,1/2]
Mais
N 2p+1 N
2 Sin T 508 1y 1 . p+1/2
dn(ty) = — =2
) = 230 =S~ 2y S amen

ol on reconnait une somme de Riemann de sinc 7t = S22 sur [0,1]. Ainsi

Lgin rt

2
Dy (t1) = Notoo ;/ dt ~ 1.179.
0
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On peut également utiliser une inégalité classique de comparaison de somme de Riemann et d’intégrale

1 N
1 k+1/2 1 ,
t)dt — —— < su t)|.
[ oo e (e )| < g e 120
< t
Quand p(t) = ST ,on a
7t
wtcosmt — sinmt
Pt)=——5——

T2
Il est facile de voir que cette fonction est bornée car elle se prolonge par continuité en 0 et tend vers 0 a
Iinfini. En écrivant

1t T, t
o'(t) = ﬁ/o ssinmsds < t—2/0 s2dt < 3
on trouve ¥(t) < 1/3 si t < 1.Ainsi supco ) |¢'(¢)| < 1/3 donc
2 [!sinnt 2
Pn(t1) — — dt| < ——.
’N(l) 7r/0 t ’—3(N+1)

Ainsi la suite des premiers maximas ®y(t1) est bornée et converge vers 1.179....
Ceci est illustré dans la figure suivante ou on trace les sommes partielles de la fonction H.

AN N [Nwwwwwf o T
AN/ \ YaYasa %Ay Mwwwqu} frovmsssssssencocomil J J

On observe bien qu’il y a toujours un pic apreés le saut dont la hauteur est environ 20% supérieur
au saut. Par ailleurs, on observe bien 'uniforme convergence lorsqu’on se place sur un intervalle fixe sur
lequel H est continu.

2.5. Divergence dans C(T) et dans L!(T). Nous allons maintenant étudier deux cas de divergence
de séries de Fourier: le cas des fonctions continues et le cas L'. Pour cela, nous allons utiliser Banach-
Steinhaus et le lemme suivant:

LEMME 2.12. Soit Sy : LY(T) — LY(T) donnée par Sy(f) = Dn * f. Alors

||SNHL1(’]I‘)—>L1(T) = sup SN (Hllos = ”DN”Ll(’JI‘)'
fec(T)lIfllo=1

Si on considére Sy : C(T) — C(T) donnée par Sn(f) = Dy * f. Alors

HSN||C(’]I‘)_>C(’]I‘) = sup 1SN (oo = ||DNHL1(']I‘)'
fFec(mslfll =1

Soit Ty : C(T) — C donnée par T (f) = Dy = f(0). Alors

||TN||C(’JI‘)—>(C = sup SN (f)(0)] = ||DN||L1(T)'
fec(T),llflloo=1

DEMONSTRATION. On a clairement

1 1
(2.10) Sn(f)(#)] = / Dy (s)f(t — 5)ds| < / D (s)] [ £(s — )]s

donc, avec Fubini

/O|SN<f><t>|dts/0 \DN<s>|/O F(s — )] dtds = [ Dyl |1l
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Ainsi ||Sn |10 < ||Dwll - Par ailleurs, en utilisant le noyau de Fejér Fy qui est de norme || Fy||; =1,
et

Sn(Far) = Dy * Fayp = Far x Dy = oy (DN) =M 00 DN
dans L'. Ainsi ||SN(FM)||L1(T) — HDN”Ll(']l‘)' Mais

1SNl L1 0 = sup SN (E) pagry + 1N prery = 13 = 1S3 (Fa)ll Loy

et, en faisant tendre M — o, on trouve ||Sn|l 1 p1 > [[Dwll g1 (p)-
Pour la norme de Sy : C(T) = C(T) on déduit de (2.10) que |Sn(f)(t)| < |Dnll; || ], d’ott

1Sn(£)(0)] < igﬂglszv(f)(t)l < IDnlly 1l

Par suite |Tnllory_c < 1SN llery—em) < 1PNy
Il reste a trouver une suite fi € C(T) avec || fil,, =1 telle que [Tn(fi)| = | Dn| 11 (r)- Remarquons

que
1/2

Tn(f) = / F(5) D (~s) ds = / £(5) D (s) ds

—1/2
par parité et périodicité de Dy . Sion n’imposait pas la continuité de f, on prendrait simplement f paire,
1-périodique, définie sur [0,1/2] par
f(s) = sgn(Dn)(s)
1 sis€[0,1/(2N +1)]
= 1 sis€[2j/2N+1),(2j+1)/2(N+1)], jeN

-1 sise2+1)/2N+1),(2j+2)/2(N+1)], jeN

On a alors

1/2 1/2
Ty (f) = / sen(Dy)(5)D (5)ds = / P15 = 1Dy

Il suffit alors de définir pour k > 10N, f; paire, 1-périodique, continue affine par morceaux, telle que
fr = f sur les intervalles [0,1/(2N 4+ 1) — 1/k], [{/2N+1)+1/k,j+1/2(N+1)—1/k], j ={1,...,N}.
Alors fi(s) = sgn(Dy)(s) pour tout s € R et |fi| < 1. Par convergence dominée T (fx) — ITn(f). O

11 suffit alors d’appliquer le théoreme de Banach-Steinhaus pour obtenir:

COROLLAIRE 2.13. Il existe une fonction f € L*(T) dont la série de Fourier Sy (f) ne converge pas
vers f dans L*(T).

Il eziste une fonction continue f dont la série de Fourier Sn(f) ne converge pas uniformément vers
f.

Il existe une fonction continue f dont la série de Fourier en 0, Sn(f)(0), ne converge pas vers f(0).

3. Quelques applications des séries de Fourier

3.1. Résolution d’équations différentielles et aux dérivées partielles. De nombreuses équations
différentielles et équations aux dérivées partielles peuvent se résoudre a ’aide de séries de Fourier. Nous
allons ici nous concentrer sur léquation de la chaleur avec conditions de Dirichlet sur [0,1] x R

4r?0pu(x,t) = *u(x,t) pourt >0, 0<z <1
u(z,0) = up(x) pour 0 <z <1
u(t,0) = u(t, 1) pour t >0
olt ug sera supposé de classe C' (pour simplifier). Le facteur 472 est ici pour simplifier les calculs, on
peut vérifier sans peine que si dyu(x,t) = O2u(x,t) alors v(x,t) = u(z,t/N) vérifie \oyv(x,t) = 02v(z, ).
L’idée est de chercher une solution sous forme de série de Fourier en z.

u(x,t) = Z cp(t)e2imhe

kEZ
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avec ¢, des fonctions de classe C! telles que ZkQ\ck(tﬂ < 400 et Z |ci:(t)] < 4o Cette condition
keZ kEZ
garantie que u soit de classe C2 en x et que de classe C! en t puisque les séries Z@t[ck(t)e
kEZ

2i7rkm] et

Z e (t)e*™ ], j = 0,1,2 sont alors normalement convergentes. De plus
keZ

Btu:E ¢, (t)e2mke et 83u:—47r25 k2cpe?mke,
kEZ k€EZ

Ainsi, par unicité des coefficients de Fourier, dyu(z,t) = 02u(z,t) implique que pour tout k, ¢} (t) =

62z7rkrm

—k2c,(t). Par ailleurs, En développant en série de Fourier ug, ug = ch (uop) . Ainsi ¢ (t) vérifie

keZ
I’équation différentielle

() = —k%ci(t)
¢k (0) = ex(ug)

dont les solutions sont ¢y (t) = cx(ug)e %t et alors

u(m,t) — Z ck(uo)e_kztem”kx.
keZ

On vérifie sans peine que, du fait que ug soit C!, cx(ug) est bornée (sommable) et alors

(1) u(z,t) — uo(x) quand t — 0: en effet i (ug)e ™ e ™ — ¢ (ug)e* ™ et comme 3,y |cr (o) e ™| =

> kez lcr(uo)| < 400, le théoreme de convergence dominée implique

ch(uO)e—k%e%wkx 0 ch(uO)e%wkz _ uo(:L');
kez kezZ
(2) Z |67 [ck(uo)e*k%e%”kwﬂ = Z |ck(u0)|k2je*k2t < +o00 puisque k% e=*’t est borné si ¢ > 0. En

kEZ kEZ
particulier, u est de classe C* en t.

(3) Z |02 [Ck(uo)efk%@zmk‘”ﬂ = Z |ck(uo)|(27r|k|)j67k2t < ++o0 puisque kie—*"t est borné si ¢ > 0.

kEZ kEZ
En particulier, u est de classe C* en .

Ainsi, la fonction u(z,t) que nous avons trouvée est bien solution de ’équation de la chaleur et celle-ci
est unique:

THEOREME 3.1. Soit uy une fonction de classe Ct, Q = (0,1) x (0,+00) et Q = [0,4+00) x [0,1].

Alors l'unique fonction u : [0,1] x [0, +00) — C continue sur 2, de classe C* sur Q solution de

4m20pu(z, t) = 02u(x,t) (z,t) € Q
u(z, 0) = up(z) pour 0 <z <1
u(t,0) = u(t, 1) pour t >0

est donnée par
u(z,t) = Z cr(ug)e Fte2imhe,
kEZ
Cette fonction est de classe C*° sur ) et la série ainsi que toutes ses dérivées en t et en x converge
normalement sur [0,1] pour t > 0.

On peut maintenant remarquer que nous n’avons que tres peu utilisé la régularité de ug. D’une part,
la convergence normale de sa série de Fourier est assurée par exemple si ug € H! et elle ne sert que pour
obtenir u(z,t) = uo(x) quand ¢ — 0.

D’autre part, pour ¢ > 0, la convergence uniforme des séries

Z |Ckkje—k2te2i7rka;|
kezZ
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provient essentiellement du facteur rapidement décroissant donc il suffit que ¢ soit & croissance au plus
polynomiale. Par exemple

O(z,t) = Z ck(uo)e*“k%ez”kr

kEZ

est solution de I’équation de la chaleur
020 4 00
— =4r—.
Ox? ot

Nous reviendrons sur 6 lorsque nous aurons démontré la formule sommatoire de Poisson dont la
démonstration relie séries de Fourier et transformée de Fourier.

3.2. Théoreme de Lax-Milgram et probleme de Sturm-Liouville.

THEOREME 3.2 (Théoreme de Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert. Soit a : H x H — C tel
que
(i) a est une forme bilinéaire;
(ii) a est continue: il existe C' > 0 tel que, pour tous f,g € H, la(f,q) < C|flllgll;
(i) a est coercive: il existe a > 0 tel que a(f, f) > o f|I*.

Soit L une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un unique g € H tel que, pour tout f € H,

a(f,9) = L(f)-

DEMONSTRATION. L’unicité de g est facile & voir: si on suppose que g1, go vérifient cette propriété,
alors a(f, g1 — g2) = a(f,g1) — a(f,g2) = L(f) — L(f) = 0 pour tout f. En particulier, pour f = g1 — ga,
allgr — go|* < algr — g2, 91 — g2) = 0 donc gy = gs.

D’apres le théoreme de représentation de Riesz,

— il existe £ € H tel que, pour tout f € H, L(f) = (f,¥);

— pour tout g € H, il existe un unique T, € H tel que, pour tout f € H, a(f,g) = (f,Ty).

Notons que I'unicité de T, implique que T": g — T}, est linéaire puisque

(s Tx g1 422g2) = a(fy A1g1 + Aag2) = Ma(f, 1) + Aea(f, 92)
= /\1<f7 T91> + )‘2<f7 T92> = <f’ )‘1Tg1 + /\2Tg2>'

Par unicité, T' est bien linéaire. On note maintenant 7T'g plutét que Ty,. Notons que de plus

2
ITg|l” = (T'g,Tg) = a(Tg,g) < C[|Tgllllgll-

Donc | Tg|| < C|lg|| (qui est aussi vérifié si Tg = 0). Ainsi T' est une application linéaire bornée H — H.
Notons que si T'g = 0 alors

0=(g,Tg) = alg,9) > o g|*
donc g = 0. Ainsi T est injective.
Montrons maintenant que Iimage de T est dense. Soit f € (ImT)*, c’est-a-dire que, pour tout
g€ H, (f,Tg) = 0. En particulier, si g = f,

0=(f,Tf) =alf.f) >alf|’

donc f =0. Ainsi (Im7T)* =0et H =ImT @ (ImT)* =ImT.

Montrons maintenant que T est surjectif. Il suffit donc de montrer que Im T est fermé. Prenons donc
une suite (T'gx) de ImT qui converge et montrons que sa limite est dans Im7. Pour cela remarquons
qu’avec Cauchy-Schwarz,

lgllliTgll = (9, Tg) = alg,9) > allg|®
donc ||Tg|| > «||g||- Ainsi, si (T'gr) converge, c’est une suite de Cauchy, donc (gi) aussi. Mais H est
complet, donc (gi) a une limite g. Comme T est continu, T'gy, — Tg € Im T
Ainsi T est une bijection continue. Le théoreme de I'application ouverte nous dit que T—! est
également continue. On peut aussi remarquer que o7 f|| < [|[TT1f|| = || f[| i.e. |77 < 1/a.
Enfin, a(f,g) = (f,Tg), L(f) = (f,£). En posant g = T~/ on a bien, pour tout f € H, a(f,g) =
(f, TT710) = (f,0) = L(f). O



46 2. ANALYSE DE FOURIER

On considére maintenant I’équation de Sturm-Liouville sur (0, 1)

(E) —(p@)y') (@) + q(z)y(z) = f(x) 2 €(0,1)

avec les conditions au bord périodiques y(0) = y(1), ¥'(0) = %'(1). On suppose ici que p € C}(T),
q, f € C(T). Une fonction y qui vérifie (F) sera appelé une solution forte de (E).
Remarquons que si ¢ € C>°(T) alors (F) implique
1

1 1
(3.11) /O *(p(w)y')'(w)w(fﬂ)dw+/0 q(z)y(z)p(z) dr = (z)p(z) de

0
d’ol, apres une intégration par parties
1

(F) /O p(@)y (2)¢' () + q(x)y(z)p(x) dv = (z)p(x) da.

0
On a utilisé la périodicité de p,y et ¢ pour que

Py (1)p(1) = p(0)y'(0)(0) = 0.

Inversement, si y est de classe C? telle que (F) est vérifié pour tout ¢ € C°(T), alors on en déduit que y
vérifie aussi (3.11). En posant ¢(x) = —(p(z)y") (z) + ¢(z)y(x) — f(x), on a alors ¢ € C(T) tel que pour
1

tout ¢ € C*(T), / P(z)p(x)dz = 0 donc ¥ = 0.

On dira que y ?est une solution faible de (E) si y vérifie (F') pour tout ¢ € C*°(T) et on vient de voir
que si y de classe C? est solution faible, alors y est aussi solution forte.

Observons (F') un peu mieux. On peut voir que (F') est parfaitement définie en supposant moins de
régularité: pour f, il suffit de supposer que f € L?(T). On peut aussi supposer que y € H(T) et que
p,q € L>=(T).

Ainsi, on pose H = HY(T). Pour f € L?(T), on définit la forme linéaire Ly sur H par Ly(p) =
/ f(x)p(x)dz. On remarque que |L¢(p)| < [[fllallells < IIfllollellgi- On définit ensuite la forme

bilinéaire a sur H x H par

a(y.p) = / (@) (@) () + a(2)y(2)p(x) da.
On remarque que

IPlcllyll2119"ll2 + gl 191l 1l 112
max([|pll s gl 191l + Nl ) e[l + ell)
maX([[pl] oo 1]l oo) 191l 2 121 -

Ainsi a est une forme bilinéaire continue sur H x H. Enfin

1
aly,y) = /0 p@)ly (@) + (@) ly(2)]* dz > allyll

si p(x),q(x) > « presque partout. On peut alors appliquer le théoréme de Lax-Milgram et en déduire le
résultat suivant.

la(y, )|

IN A IA

THEOREME 3.3. Soient p,q € L>(T) et qu’il existe « > 0 avec p,q > . Soit f € L*(T). Alors
l’équation

(E) —(@)y) (@) + q(2)y(z) = f(x)  x€(0,1)

avec conditions au bord périodique y(0) = y(1), y'(0) = y'(1) admet une unique solution faible y € H(T)
i.e. pour tout ¢ € H'(T)

/0 e (@) (&) + a@)y(@)p(a) dr = / fo
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Remarquons qu’une solution faible est une solution au sens des distributions (pour cela, on commence
par prolonger p,q, f par 0 en-dehors de (0,1) et on prolonge y par y(0) sur [—1,0] et sur [1,2] puis sur
[—2,—1] et [1,2] on la relie de fagon C* & 0 et ensuite on la prolonge par 0.)

Si f,q sont continues et p est C', comme y € H'(T) C C(T) on commence par remarquer que la
distribution (p(z)y’)’ = qy — f est en fait une fonction continue, donc py’ est une fonction C' donc en
fait, comme p est C' et p > «, ¥ est C' donc y est C2. Ainsi y est une solution forte.

3.3. Application en géométrie: inégalité isopérimétrique. Dans cette section on considere
un domaine D du plan délimité par une courbe simple fermée I" de classe C*.
Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant:

THEOREME 3.4 (Inégalité isopérimétrique). Soit A(D) l’aire de D et {(T') la longueur de T'. Alors

]

T
4

A(D) <
et on a égalité si et seulement si I' est un cercle et A un disque.

Avant de démontrer le théoreme, il nous faut préciser les quantités qui apparaissent.

Lorsque D est le disque de rayon R > 0, son aire est A(D) = mwR? alors que son périmetre est
{(T) = 27R. On trouve bien ¢(I')? = 472R? = 47 A(D). Lorsque D est un carré de coté R > 0, (une
courbe qui n’est que C! par morceaux, mais cela ne change rien a I'inégalité isopérimétrique) son aire est
A(D) = R? alors que son périmetre est £(I') = 4R. On a bien R? < 4R?/7.

De fagon générale, la longueur d’'une courbe paramétrée par

~(t) = (J:(t),y(t)), t € la,b]

est donnée par

b b
() = [y old= [ Voot
Avec la formule de Green,

0Q P

P(x,y)de + Q(z,y)dy = — — —dzd
[ Paads+ Quady= [ 52 -G dray

I’aire de D est donnée par

1 Lt :
A(D) = /D dzdr = i/rxdy—ydx = 5/@ z(t)y' () —y(t)x'(t) dt
ou on prend P(z,y) = —y/2, Q(z,y) = /2.

DEMONSTRATION. Commengons par simplifier un peu le probleme. Quitte & dilater la figure, (z(t),y(t)) —
(/\x(t),)\y(t)), on peut supposer que /(') = 1. Ensuite, on peut supposer qu’on parcourt la courbe &
vitesse constant 1 en commencant & I'instant ¢ = 0. Ceci est un peu plus subtile. En effet, on considere

0(s) = / NCTOESTIOR

et on remarque que £ est strictement croissante. Plus précisément, si £ est croissante, donc si elle n’est
pas strictement croissante, elle est constante sur une intervalle [« 8] C [a, b] c’est-a-dire 2/(t) = /() =0
sur [, 8] et (z(t),y(t)) est constante sur cet intervalle. Mais alors on supprime cet intervalle de la
paramétrisation.

Maintenant que ¢ est strictement croissante, elle est bijective [a,b] — [0,1]. Comme £ est de classe
C!, son inverse aussi, sauf aux points stationnaires.
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Pour s € [0,1], on pose Z(s) = z(£(s)) et g(s) = y(¢~'(s)). On remarque que &'(s) =

y'(£(s))
f’(fﬁl(s))

et §'(s) = . Mais alors

#(s)? + 7 (s)? = . !

puisque ¢ (t) = /' (t)? + v/ (t)2.

On suppose donc a partir de maintenant que la courbe est paramétrée par (x(t), y(t)), t €10,1] avec
2(sY+y/(5)7 = 1.

Nous allons maintenant reformuler tout cela en termes de séries de Fourier. Ecrivons les séries de

Fourier de z et y
l‘(t) — Z Cke2i7rkt et y(t) — Z Cke%ﬂ'kt
keZ keZ

et ces séries convergent uniformément, donc dans L?(T), alors que
2/(t) = Z 2imkepe®™ et o/ (t) = Z 2imkd,e? ™kt
kez kEZ

et ces séries convergent dans L?(T). De plus z,y étant a valeurs réelles, par unicité de Fourier, on voit
immédiatement que c_p = ¢, d_i = d.
Par ailleurs, Parseval implique que

1 1
Z47T2]€2(|Ck|2 + |di|?) = / 2 (s)* +y/(s)*ds = / lds =1.
0 0

kEZ

alors que

AD) = 7/0 z(t)y'(t) — y(t)2'(t) dt = 7/0 z(t)y'(t) — y(t)z' (t) dt

= % Z cpimkdy, — dp2imke, = Z k‘(dka — Ckﬁ)
keZ kEZ

On utilise ensuite le fait que
|dier — cxdi| < 2ler||di| < |ex]® + [di|?
d’ou

AD) < ) |klldicr —erdi] <7y |k|(lel® + |dil?)

kez kez
1 21712 2 2
< 524” [k (lexl® + [di]?)
kez
1 1
= — = yD).
47 47 (I)

Regardons maintenant ce qui se passe pour que A(D) = ﬁﬁ(l"). Dans ce cas, la derniere inégalité

est une inégalité, a savoir, pour k € Z,

k| (lexl? + |dxl?) = (K] (|exl® + [dx|?)
donc |c|? + |di|* = 0 si k ¢ {—1,0,1} soit ¢,y = di, = 0 pour |k| > 2. Il en résulte que z(t) =
co + 12 e 1e?RE = oy + 2R (c1e2™F) et de méme y(t) = dp + 2R(dy ¥R,

Ensuite, en remontant, on a utilisé le fait que 2|cx||dx| < |cx|? + |di|?. Donc, si on veut une égalité,
il faut 2|e||di| = |ck|? + |dk|? soit |cx| = |dk|. On écrit donc dq = c1e? avec 6 réel.
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Enfin, la derniere inégalité utilisée est |dcr — cxdy| < 2|ck||dg|. Il faut & nouveau avoir une égalité,
(qui est évidente pour |k| > 2 puisque c’est 0 = 0). Ainsi, si d; = c;e'? ceci se réduit &
|€i0 . 67i0| -9

soit |sinf| =1 et § = +x/2. Au final, on trouve
x(t) =co+2cosf et y(t) =dy+ 2cos (9 + g)
qui est bien la pramétrisation d’un cercle. ([

3.4. Application en théorie des nombres: équirépartition. Une application simple de la clas-
sification des sous-groupes de R (ils sont soit denses, soit de la forme aZ) est la suivante: pour x € R,
on note [z] la partie entiere de z et {z} = = — [z] la partie fractionnaire de z. Si a ¢ Q, ({ka})iez est
dense dans [0, 1]. Le but de cette section est de donner une version plus forte de ce résultat

THEOREME 3.5 (Weyl). Sia ¢ Q, ({ka})rez est équi-répartie dans [0,1]: pour tous 0 << a < b <1,

. NHke{0,...,N -1} :a < {ka} < b}
(3.12) NETOO i

:b—

En particulier, tout intervalle [a,b] avec b—a > 0 contient une infinité de termes de la suite ({ka})kez
qui est donc dense dans [0,1].

DEMONSTRATION. Commengons par ré-écrire (3.12) sous la forme suivante: soit f = 1, ), alors

. 1 N-1 B 1
(3.13) ﬁgmNgyumn—Afwa

Notons que si b = 1 et a = 0, cette identité est triviale, on peut donc supposer dans la suite que b—a < 1.
Prolongeons maintenant f en une fonction 1-périodique sur R. Soit 0 < € < min(1l — (b — a),b — a)
et soient f1, fo € C(T) telles que f1 < f < fo et

1 1
/ fi®)dt >b—a—¢e alors que / f@®)dt<b—a+e.
0 0

Le plus simple est de prendre f1, continue 1-périodiques et telles que f1 = f = 1 sur [a +¢/2,b — /2],
fi = 0sur [0,1]\ [a,b] et f1 affine sur [a,a + /2] tout comme sur [b — ¢/2,b]. Pour fs, on pose pour
JELZ, fo=1sura+j,b+7] fala—e/2+j) = fo(b+e/24j) =0 et fo affine sur [a —e/2+ 5, a+ j] tout
comme sur [b+ j,b+ /2 + j] et enfin fo = 0 14 ou elle n’a pas encore été définie. Le lecteur dessinera
f1 et fa et remarquera qu’elles remplissent les criteres du théoreme de Dirichlet pour avoir convergence
normale de leur série de Fourier.

Supponsons maintenant qu’'on sache démontrer (3.13) dés que f est une fonction continue, dont la
série de Fourier converge normalement, alors

N-1 1
lim sup — ({ka}) <hmsu — ({ka}) Hdt<b—a+e.
msup Zf{} p Zb{} JRCLE
De méme
| V-1 1 N-
Jl\lflgfgﬁkz ({ka})>hm1nfﬁkz 1({ka}) = /f1 dt>b—a—e.

En résumé

N-—
bfa—{—:<hm1nf Zf{k:oz} <hmsu Z ({ka}) <b—a+e.
k=0 —0
Comme ¢ est arbitraire, on en déduit que
N—1

N—
hmmf— Z f{ka}) —hmbupﬁ Z ({ka}) =b—-a
k=0

N —+o00

qui implique (3.12).



50 2. ANALYSE DE FOURIER

11 reste donc & démontrer (3.13) pour les fonctions continues, dont la série de Fourier converge
normalement. Réduisons encore le probleme. Supposons qu’on sache montrer que

N-1 1

1
3.14 li — P({k = P(t)dt
(3.14) Jim 5 3 Ptk | P
pour tout polynéme trigonométrique. Soit alors € > 0 et supposons que f soit tel que sa série de Fourier
converge normalement (nécessairement vers f). Il existe donc un polynéme trigonométrique P tel que
|lf — P||, <e. Mais alors, d'une part, il existe N > 0 tel que
N—

1
Z ({ka}) / P(t)dt| <e

k=

et d’autre part

1 Y= 1
k:O

N-1

2

Z ({ka}) = P({ka})|

k:O
<|f-Pl,<e¢

ainsi que

/f dt—/P ()] < /|f (ldt < If - P,
Mais alors

1 1Nfl
/0 f(t)dt—ﬁ
k=0

- /O P(t)dt — Z

Z ({ka}) - 1Zf{ka}

< 3e.

ce qui montre bien (3.13). Il reste donc & montrer (3.14). Notons que cette identité est linéaire, il suffit
donc de la montrer pour P(t) = %™t n € Z. De plus, elle est trivialement vérifiée pour n = 0, i.e. pour
P(t) = 1. Soit donc n € Z, n # 0 et remarquons que

1
/ e*m it dt = 0.
0

eZzwn{ka} — eZzwnkanzwn[ka] — eQurnka

Par ailleurs, comme {ka} = ka — [ka],

puisque n[ka] € Z. Ainsi, comme « ¢ Q, €2 75 1 donc

N-1 11— eQ'LwnNoz

Z e2z7rn{koz} Z 2imnkoa __ =0
N N 1 — e2imna

k=0

quand N — +oo puisque |1 — e2™Ne| < 2. On vient donc de démontrer (3.14) donc le théoréeme. O



CHAPTER 3

Opérateurs bornés, opérateurs compacts

1. Opérateurs bornés, critére de Schur, adjoint
Commencgons par rappeler le fait fondamental suivant:
THEOREME 1.1. Soit X,Y deux espaces de Banach et T : X — Y un opérateur linéaire. On a
équivalence entre

(1) T est continu sur X;

(2) T est continu en 0;

(3) T est borné sur la boule unité;

(4) 1l existe C > 0 tel que, pour tout v € X, || Tz|l, < C|lz| -

En particulier, si X est de dimension finie, toutes les applications linéaires sur X sont continues.

On notera alors ||T| x_,, = inf{C >0 : Vz € X, [Tzl < C|z| v} ou plus simplement ||T|| s’il
n’y a aucune ambiguité possible. D’autres expressions sont possible

1T = sup{[[ T = ||zl <1} = sup{||T=[| : [J«] =1}

et on vérifie que c’est une norme sur B(X,Y) 'espace des applications linéaires continues (on dit aussi
bornées) de X vers Y. On a vu qu’on obtient ainsi un espace de Banach.

Le cas qui nous intéresse le plus souvent est celui d’opérateurs LP (2, pu) — L9 (Q, v) donnés par un
noyau K:

(1.15) Ty () = /Q K(2,9) £ () du(y).

En effet, cela couvre les cas suivants

(1) Q,Q sont des ensembles finis et 11, v les mesures de comptage. Dans ce cas LP(Q, i) = (C™, IIIl,,)
ott m = |Q| (le cardinal de Q) et L?(Q,v) = (C", [[I,) ot m = |Q|. Dans ce cas, (1.15) se lit

Ticf(i) =Y K(i,7)f(j)

Jj=1

m

et K est simplement la matrice de T' (dans la base canonique).
(2) = Q =R? muni de la mesure de Lebesgue et K est de la forme K(z,y) = k(z — y). Dans ce
cas

Ticf(@) = [ b =0)(6) duy) = o ().

(3) @ = Q = R? muni de la mesure de Lebesgue et K(z,y) = e 2"®¥) et dans ce cas, on on
Tx f = f est la transformée de Fourier.

51
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11 est assez facile de trouver une condition sur K pour que Tk soit borné de L' — L9. En effet,
I'inégalité de Minkovski montre que

|| < [ 1K@ 0g0,
Q Li(Q,v)
= [ 1K@l 0] du)
< s K@)z | 0] dut)

yeN

(ici et dans tout le chapitre, sup signifie le sup essentiel). On a ainsi montré la proposition suivante:

PROPOSITION 1.2. Soient (Q, 1), (Q,v) deuz espaces mesurés o-finis et soit 1 < q < oo. Soit
K :QxQ— C. Supposons que

1/q
K(z,y)|9d g <+
v L ([ icGoraw) " so<ioe

SUP (z,)ex | K (z,y)] sinon

Alors lopérateur linéaire défini par

Ty f(x t/Kwy dpa(y)

est borné L' (Q, 1) — LY(Q,v) avec 1Tk Nl 1@y pa(ry < M-

La situation duale, c’est-a-dire arriver dans L°°, n’est pas plus compliquée: on prend 1 < p < +o0

1 1
et p’ tel que — + — =1, 'exposant dual. Alors I'inégalité de Hélder nous donne
p p

sup
ze)

L K 70 Q)| < 500 1Kt
zeQ

On a ainsi obtenu le résultat suivant:

PROPOSITION 1.3. Soient (Q, 1), (Q,v) deuz espaces mesurés o-finis et soit 1 < p < oo et p' tel que

1 1 ~
-+ — =1, lexzposant dual. Soit K : Q x Q — C. Supposons que
p p

1/p
K p/d y 1
M= {50 (/Q K (x,y)] u(y)> sip>1_

SUP(, ) eaxa (2, y)] sip=1

Alors lopérateur linéaire défini par

Ticf(@) = [ K@)/ () an(s)
est borné LP(, ji) — L°(Q,v) avec 1Tk | 1o (00,)— oo (@2,0) < M-

Pour le cas L? — LP, on dispose d’un outil puissant (qui lui-méme a été étendu de diverses fagons
que nous ne traiterons pas ici):

THEOREME 1.4 (Test de Schur). Soient (Q, 1), (Q, v) deuz espaces mesurés o-finis et soit 1 < p < co.
Soit K : Q x Q — C. Supposons que

A= sup [ K ()P auy) < o0
reﬁ Q

et

B .= sup/~ |K(x,y)|P dv(z) < 400
yeQ JQ



1. OPERATEURS BORNES, CRITERE DE SCHUR, ADJOINT 53

Alors lopérateur linéaire défini par

Tifle) = [ Ke.nf)dy
est borné LP(Q,pn) — LP(Q,v) avec 1Tk o) L @) < AYP' BYP  Iei on prend la convention
X1/ =1.

PROOF. Notons que si A =0 ou B = 0 alors K = 0 presque partout et Tx = 0. On exclus donc ces
cas dans la suite.
Les cas p =1 et p = 0o ont déja été traités, on suppose donc que 1 < p < +oo. Nous prenons alors

p' tel que — + — =1, I'exposant dual de p. Comme au premier semestre, il s’agit de montrer que, pour
p p

tout f € LP(Q, 1) et tout g € L (Q,v)

[ 1s@ota) du<y>\ < Clflwolol oo

avec C a déterminer. En effet, cela implique que

HTKf||Lp(V) = sup

gl o (3,0

| ettt ants)

=1

< sup o Clfllellglie oy = ClAll Loy

ol 0t 3.0y =1

Ensuite, remarquons que

‘ [ 7t dv<y>\ < [ mcs@)lg)avty)
Q Q
et que
The f(2)] = ] JRC du(y)‘ < [ 1K)l 1£6)] duto)

Mais alors, avec Fubini,

/ (T £ ()] 9(2)] du(y) = / / K (2, 9)] (@) 19(9)| du(y) dv(z)
Q QJ0

et I'ordre d’intégration n’importe pas dans cette intégrale double. Il suffit donc de montrer que

(1.16) /Q /Q 1K (2, 9)| 1) |9(0)| dpa() dv (@) < CUF il 107 o)

L’étape d’apres consiste & se ramener au cas A = B = 1. Pour cela, observons que si on pose
1
di = Zd,u alors
sup [ | ()l dily) = 1
zeQJQ

tandis que
1 1/P 1
liny = ([ 1660 Fau)) " = A1l
1

De méme, si on pose dv = Edu alors

sup/~ |K(z,y)|Pdo(x) =1
yeQ JQ
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alors que [|g|| 1 5y = B_l/pl||g||Lp/(V). Enfin

[ [ 1K1 st i)
=A7'B™ z x v(z).
— a5 [ Kl o) du(y) dv(o)

Ainsi, si on montre

(1.17) /Q /Q K (2, )| £ 199)] A7) d5(@) < 1ol 1o o)

alors

RS /Q /Q 1K (2, 9)| 1) 90| dpa() dw@) < A2 B2 gl

qui est bien (1.16) avec C' = A=1/PR1-1/2" — AV/»'Bl/P En d’autre termes, on s’est ramené au cas
A = B =1 et on va maintenant démontrer (1.17) dans ce cas. Enfin, on remarque que (1.17) est
homogene en f et en g, c’est-a-dire que, si elle est valable pour un couple (f, g) elle est aussi valable pour
(Mf,1g). En particulier, on remplagant f et g par f/||f\|Lp(ﬂ) et g/HgHL,,f(l,), on se ramene a vouloir
démontrer que

| [ is@wlls@lls] i <1
QJQ

si Hf”LP([L) = HgHLz/(ﬁ) =1let
sup [ V(e )P duy) = sup [ K ()P dvo) = 1.
2eQ/Q yeQ JQ
Pour cela, on utilise la convexité de I’exponentielle qui nous dit que, si a,b > 0, alors

1 N 1 1
eplnaer, 1Ilb<7elna_’_7/elnb
p p

co1 1
i.e. a/PHP < Zq 4 —b ou encore, pour tous u,v > 0
p p

uv < 1up + l,vp’-
p
En remarquant que cette inégalité est triviale si a = 0 ou b = 0, on en déduit que
1 1 /
lf(@)g(z)] < =[f(@)]" + —g(2)[".
p D
Il en résulte que
| 1G5 o)l duto) dvio)
1
<> | [1EG@wl7@F ) dvo)
pPJaJa
1 /
b [ @l duty) dv(a)
P JaJo

2 ([ 1K@l ) 1P aa)
+}%/Q </Q|K(z,y)d1/(z)> 9P dp(y)
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avec Fubini (puisqu’on n’a que des termes positifs). La premiére intégrale est majorée par

L ([ K6l aum) P )
_<ilelg/leydu )/ @) du(z)

= [ 1@ ve) = 112, =

alors que pour la seconde

([ miano) sl a
S(ZEB//'KWMV )/|g )17 dpa(y)

= [ o)l o) = ol

Au final
1 1
| LGl @ )l dut) dvie) < <+~ =1

comme voulu. O

REMARQUE 1.5. Le test de Schur est parfois optimal. Ainsi, si y, v sont des mesures finies, K > 0 et
que les conditions du test de Schur sont exacte au sens ou

/nyd,u /nydz/) B

alors, en intégrant la premidre par rapport & v et la seconde par rapport & j, on trouve Av(Q) = Bu(Q).
Remarquons que la premiére identité se lit T 1o = Alg mais [[1q]|, = u(2)'/? et 1151l = v(Q)/7
Ainsi on a || Tk 1ql|,, = AY? BY/?|1q]|,.

A l’oppose si K oscille, on ne s’attend pas a ce que le test de Schur soit optimal. Par exemple,
siQ=0Q=R%et K(z,y) = e 2@ alors Ti f = f7 la transformée de Fourier de f. On sait avec
Plancherel que || Tk f||, = || f]l, alors que A = B = 400 dans le test de Schur.

2. Adjoint d’un opérateur

Soient X,Y deux espaces de Banach et X', Y’ leurs espaces duaux. Pour z € X et 2’ € X', il sera
plus pratique de noter x’(z) = («’, ). Rappelons que {(z’,z),2’ € X'} détermine de fagon unique x.

Soit T un opérateur X — Y et ¢y’ € Y, on peut alors définir z — (y’, Tx) et on remarque que ceci
définit une forme linéaire continue sur X:

[ To)l < Wy ITzlly < IT1x oy 191y 2l -

On va noter cette forme linéaire Ty’ € X’. On remarque alors que y' — T’y est lindaire puisque, pour
tout x, y' — (y',Tx) est lindaire et de plus, cette application est continue Y’ — X’ puisque

1Ty llx, = sup [T ()= sup [y, Tx)| < [Tl x_yl¥lly -
zEX, ||zl x =1 o]l x =1
Done [[T'|ly x+ < [Tl x—,y- Enfin, comme sup,, ,_; [(y',Tz)| = [Tz on a

sup sup [(y,Tx)| = sup |[Tz|| =T

lzll x=11ly'lly =1 llzll x=1

done ||T"]| = [[T].
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DEFINITION 2.1. Soient X,Y deux espaces de Banach et X', Y’ leurs espaces duaux. Pour tout
opérateur borné T' : X — Y, il existe un unique opérateur borné T* : Y’ — X’ appelé I’adjoint de T tel
que, pour tout = € X et tout y’ € Y’

(v, Tx) = (T*y', x).
De plus, [Ty, x: = [Tl xy-

Notons que si X = Y = H un espace de Hilbert, la dualité est donnée par le produit scalaire et
I’adjoint se définit de fagcon un peu plus directe:

DEFINITION 2.2. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout opérateur borné T' : H — H, il existe un
unique opérateur borné T* : H — H appelé 'adjoint de T tel que, pour tous z,y € H

<y7 Tx) = <T*y’ .T)
ou, de fagon équivalente, pour tous z,y € H
(Tz,y) = (z, T"y).

EXEMPLE 2.3. Soient X = LP(R%), Y = LI(R%) avec 1 < p,q < 0o et soient p’,q les exposants
duaux %4— =14 % = 1. Soit K : R? x R? — C une fonction localement bornée (i.e. pour tout R > 0,
il existe Cr tel que |K(z,y)| < Cg si |z, |y| < R). On définit alors I'opérateur

Tk f(g / K(z,y)f(y)dy fecr
et on suppose que Tk se prolonge en un opérateur continu LP(€, u) — Lq(Q, v). Alors T}, est continu
L9 (Q, p) — LP (Q,v) et

(Tx)g(y) = RdK(x,y)g(w) dr  gecCr.

Ainsi T}, est Popérateur dont le noyau est K(z,y) = K(y, z):
/ K(y,z)g(y)dy geCr.

En effet, comme on sait que Tx et Tj sont continu, il suffit de vérifier (T} g, f) = (9, Tk f) pour

fyg € C. 1l faut ici prendre garde a l'identification d’un élément de g € L*" comme élément du dual de
LP. En effet, on identifie g et la forme linéaire

f= | f@glx)de
]Rd

Ceci est cohérent avec le cas particulier de L2. En effet, si X est un espace de Hilbert, la dualité est
effectivement donnée par le produit scalaire (théoréme de Riesz).
Mais alors

Tio f) = (9.Txf) = / 9@ T f () da

/ / K(z,y)f(y)dydz
/Rd < K <x7y>g<f6>dw> f(y)dy

/Rd (/ K(x.y)g dx) fly)dy = (Txy, f)

avec Fubini qu’on peut appliquer car il existe R > 0 tel que supp f,suppg C B(0, R) et alors
K (2,9)9(2) f)] < Crll fllooll9ll o150, 7)xB0.1) (2,9) € L'(R? x RY).

Avant de poursuivre, rappelons que pour les opérateurs, on a trois modes de convergence:
(1) T,, = T fortement si |15, — T'|| y_,y — 0;
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(2) T,, — T simplement si, pour tout z € X, T),x — Tz, c’est-a-dire, pour tout « € X, ||T,z — Tz||,, —
0;
(3) T,, — T faiblement si, pour tout y € Y, et tout x € X, (y, Tpx) — (y,Tx).

Rappelons que si X = H est un espace de Hilbert, il s’identifie a son dual via le produit scalaire
et la convergence faible signifie: pour tous x,y € H, (y,Tnx) — (y,Tx) ou, de fagon équivalente,
(Thz,y) — (Tx,y). Evidemment la convergence forte implique la convergence simple qui implique la
convergence faible.

Rappelons qu’on dit qu’'un opérateur S sur un Hilbert H est positif si, pour tout € H, (Sx,z) > 0.
En particulier, (Sz,x) est réel donc

(S*x,z) = (x,S*z) = (Sx,x) = (Sz,z) >0

S+5*
2

donc S* est également positif et alors 'opérateur auto-adjoint A = est positif. Notons aussi que si
A est une valeur propre d’'un opérateur positif, alors A > 0.

Les propriétés clés sont les suivantes

PROPOSITION 2.4. Pour H Hilbert, S,T : H — H linéaires bornés;
(W) 7| = [T[];

(2) (ST)* =T*S* et (T*)* =T,

(3) Si T est inversible, alors T* aussi et (T*)™1 = (T~1)*;

(4)

3
4) T*T et TT* sont des opérateurs positifs et

1Tl = VITT*|| = VIT*T]|;
(5) SiT,, = T simplement, ou si T,, — T faiblement alors T, — T* faiblement.
(6) (kerT)t =TmT* et (ImT)* = ker T*.
(7) T est de rang fini si et seulement si T* est de rang fini.

PROOF. La premiere a déja été vue. Ensuite, pour tout z,y € H
(y,S5Tx) = (y, S(T'x)) = (S"y, Tx) = (T"S"y,x)
et par unicité, (ST)* = T*S* puis
(T)y,2) = (y, T"z) = (T*x,y) = (x, Ty) = (Ty, x)

donc (T*)* =T.

(3): Ona TT-! =TT = I, clairement I* = I donc (T~1)*T* = T*(T~1)* = I ce qui montre que
T™* est inversible (au sens algébrique), comme T™ est continue bijective, son inverse est continue et enfin
(T=1) = (")

(4): D’abord TT* et T*T sont positifs. En effet, on a (TT*z,z) = (T*z, T*z) = |[T*z|* > 0 et de
méme (T*Tx,x) = ||T9c\|2 Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz & cette derniere identité, on obtient
|Tz|* < |T*Tx|l||=| < |T*T|||=||* et, en prenant le sup sur les = tels que ||z < 1, |T|* < ||T*T).
Inversement | T*T| < || T*|[|T]| = || T

(5): Découle directement de la définion. En effet, si T,, — T simplement alors, pour tout z,y € H

(Tha,y) = (T"x,y)| (T = T)", )| = [z, (T = T)y)|
|| Tz — Ta| = 0

IN

alors que si T;, — T faiblement, on a plus directement
(Thz,y) = (&, Thy) = (2, Ty) = (T"2,y).
(6): y € (ImT*)* signifie, pour tout = € H, 0 = (y, T*x) = (Ty,x) ce qui signifie y € kerT. En
remplacant T par T™* et en utilisant (T*)* = T on trouve la deuxieme identité.

(7): Si T est de rang fini, c’est-a-dire Im 7" est de dimension fini. En particulier, Im 7" est fermé donc
H=kerT*®ImT. Ainsi, si x € H, on peut écrire xt = a+ b avec a € kerT* et b € ImT. Mais alors
T*x = T*b, en d’autres termes, In7* = T*(ImT'). Comme Im T est de dimension fini, Im T™* aussi. O
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DEFINITION 2.5. Soit H un espace de Hilbert et T : H — H un opérateur borné sur H. On dira que
(i) T est une projection si T2 = T}

(ii) T est auto-adjoint si T* = T}

(iii) T est une projection orthogonale si T' est une projection et que T est auto-adjoint;

(iv) T est normal si T*T = TT*;

(v) T est isométrique si T*T = I;

(vi) T est unitaire si T*T =TT* =1 i.e. si T et T* sont isométriques.

Commentons un peu ces définitions:
Tout d’abord, T*T est auto-adjoint puisque (T*T)* = T*(T*)* = T*T.
Si T est isométrique, alors pour tout = € H,

2 x 2
|Tz||” = Tz, Tz) = (T"Tz,z) = (z,z) = ||z||".

Inversement, si pour tout z € H, ||z|| = |Tz| alors (T*Tx,z) = (z,x) i.e. ((T*T —1I)x,x) = 0. Soient
alors a,b € H et A € C, on trouve
0 = {(T"T—I(a+ Ab),a+ A\b)

= ((T*T —Da,a) + \(T*T — I)a,b)
+M(T*T — Db, a) + |\*((T*T — I)b,b).
Mais, le premier et le quatrieme terme sont nuls. Par ailleurs

(T*T — I)b,a) = {a, (T*T — 1)by = (I°T — I)*a,b) = ((I*T — I)a, b)

Ainsi on trouve
2RN((T*T — Ia,b)) = \N(T*T — I)a,b) + \X((T*T — I)*a,b) = 0.
En particulier, en prenant A = 1, on trouve R({(T*T — I)a,b)) = 0 et en prenant A = 4, on trouve
Im (((T*T — I)a,b)) = 0. Ainsi, pour tout a,b € H, (T*T — I)a,b) = 0 donc T*T — I = 0. Les deux
notions d’isométrie coincident donc.
Pour les projections orthogonale: si E C H est un sous-espace vectoriel fermé et mg la projection

orthogonale sur E. Soient alors z,2’ € H, écrivons x = a+ b, 2’ = a’ + V' avec a,a’ € E et b,/ € H.
Alors g (z) = a donc 77% =T7mgrpa =a = Tgr et Ty est bien une projection. De plus

<7rEx,y> = <a7 a' + b/> = <a7al> + <a7 b/> = <a’ a/>
= (a,d’) + (b,d') = (x,d’) = (z,7RY).

Ainsi 7}, = g et mg est auto-adoint.

Inversement, si T est une projection et T* = T alors H est la somme directe de 'image et du noyau
de T: H=ImT @ kerT (rappelons que si T est une projection, Im7T = ker(I —T) = (I — T)71(0) est
fermé). Il s’agit de vérifier que ImT | ker T. Mais, si x € ImT et y € ker T alors Tz = x et

(z,y) = (Tz,y) = (z,T"y) = (z,Ty) = (2,0) = 0.
3. Opérateurs compacts

DEFINITION 3.1. Soit X,Y deux espaces de Banach et T : X — Y un opérateur borné. On dit que T
est compact si 'image de la boule unité Bx de X par T, est d’adhérence compacte, T'(Bx) est compact.

EXEMPLE 3.2. Si T est un opérateur de rang fini, alors T'(Bx) est un ensemble borné dans un espace
de dimension fini, son adhérence est donc compacte. Ainsi, tout opérateur de rang fini est compact.

Notons qu’'un opérateur est compact si et seulement si il envoie tout ensemble borné sur un ensemble
totalement borné, c’est-a-dire d’adhérence compact (on dit aussi relativement compact). En effet, si
A C X est borné, il existe R > 0 tel que A C B(0,R) = RBx donc T(A) C RT(Bx) et alors T'(A) est
fermé dans le compact RT(Bx).

Comme les ensembles compacts sont les ensembles séquentiellement compacts, on obtient immédiatement
la caractérisation suivante:
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LEMME 3.3. Soit T : X — Y un opérateur borné. Alors T est compact si et seulement si, pour toute
suite (x,) bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Le premier intérét des opérateurs compacts est le suivant:

PROPOSITION 3.4. Soit T : X — Y un opérateur borné. Si T est compact et si x,, — x faiblement,
alors Tx, — Tx fortement.

DEMONSTRATION. On a vu comme conséquence du théoréme de Banach-Steinhaus que toute suite
faiblement convergente était bornée. Par ailleurs, si y € Y*, (y, Tx,) = (T*y,z,) et comme T*y € X*
on en déduit que (T*y,z,) converge vers (T™*y,x) = (y,Tx). Ainsi (y,Tz,) — (y,Tx) c’est-a-dire que
Tx,, converge faiblement vers Tx.

Supposons que Tz, ne converge pas fortement vers Tx. Alors il existe § > 0 et une sous-suite
(Txn, )k telle que, pour tout k, ||Tz,, — Tz|y > J. Notons que (T'z,, )i converge encore faiblement vers
Tz. Quitte a remplacer (z,) par (T'z,, )k, on a donc une suite (z,,) bornée, telle que (Tx,) converge
faiblement vers Tz, mais, pour tout n, |7z, — Tz|, > 6.

Or, par compacité de T', (T'x,, ), admet une sous-suite (Tz,, ) qui converge fortement. En particulier,
elle converge faiblement, donc sa limite est Txz. Mais, alors en passant a la limite dans || T'z,, — Tz, > 9,
on trouve ||Tx — Tz|ly > J, ce qui est absurde. O

REMARQUE 3.5. Si X est un espace réflexif (le dual du dual s’identifie isométriquement & X), par
exemple si X est un espace de Hilbert ou si X = LP(u), 1 < p < oo, alors la réciproque est vraie.

THEOREME 3.6. Soient X, Y des espaces de Banach, T, et (T,,) des opérateurs bornés X — Y,

(1) Si pour tout n, T, est compact et si T, — T alors T est compact.
(2) Si T est compact et S borné, alors ST et TS sont compacts.

DEMONSTRATION. (1) Soit (2,)n>0 une suite de B(0,1). Alors de (Tpx,), on peut extraire une
sous-suite convergente (Tox,,0)k. Puis de (T12,0)k, on peut extraire une sous-suite convergente (12,1 ).
Une fois que ni est obtenu, on construit ainsi ni tel que {ni“, ke N} C {n{c, k € N} et tel que T((.Ini-%—l)
converge pour £ < j + 1.

Mais alors (Tjx,,) est une suite convergente. Par ailleurs

HTx”ﬁ — Tl’n%

< HTCL‘nllz — Tkxnﬁ

+ HTkx”ﬁ — Tl.%'n%

+ HTI:E”% — Tacn%

< AT = Tl + | T, = Toag | + 172 = 7

ce qui montre que (Txnz) ., €st une suite de Cauchy donc converge.

(2) Soit T est un opérateur compact, et (z,) une suite bornée. Alors on peut extraire de (T'z,,) une
suite (T'xy, )r qui converge et donc (ST'z,, ), converge aussi. Le lemme ci-dessus montre alors que ST
est compact.

Par ailleurs, S(x,) est encore borné, donc on peut extraire une suite (T'Sz,, )r de (T'Sz,), qui
converge et T'S est donc compact. O

THEOREME 3.7. Soit H un espace de Hilbert séparable et T un opérateur borné H — H. Alors T est
compact si et seulement s’il existe une suite (T,,) d’opérateurs H — H de rang fini tel que T, — T.

DEMONSTRATION. On a déja vu que si T}, est de rang fini, alors T}, est compact. En vertu du
théoreme précédent, il en découle que si T;, — T alors T est également compact. Montrons donc la
réciproque.

Pour cela, rappelons qu’une famille orthonormée (e, ),en converge faiblement vers 0 puisque Z [z, en)]? <

neN
|z||* < +o0. Si T : H— H est compact, il en résulte que Te, — T0 = 0.

Nous allons raisonner par ’absurde et supposer que T est compact mais pas limite d’opérateurs de
rang fini. Ainsi, il existe g > 0 tel que, pour tout opérateur R de rang fini, ||T|| = ||T — R|| > &o.

En particulier, pour R = 0, on a ||T — R|| > &o. Il existe donc un vecteur eg € H de norme 1 tel que
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|Teo|| > €. Soit mg la projection orthogonale sur Vect ey de sorte que Tmg soit de rang fini. Par suite
T — T'mo|| > eo. 1l existe donc uy € H avec |Jui|| = 1 tel que

HTU,1 — T7r0u1|| = ||T(I — 7T0)U1|| >0 > 60”(1 — 7T0)U1H.

Notons que (I — mp)uy # 0 (sinon T'(I — mp)u; = 0) et que (I — mp)uy est orthogonal & Vect eg. On pose

7 —
alors e = (L= mo)ur_ de sorte que || Te1|| > €q et eg, e1 est orthonormé.
(I = 7o)ua|
Une fois qu’on a construit ey, . . . , €,, on pose m, la projection orthogonale sur E,, = Vect {eg,...,e,}.
Comme T'm,, est de rang fini, ||T — T, || > €o. Il existe donc u,41 € H avec ||uny1|| =1 tel que
IT(I = mn)un+1ll > €0 > eoll(L — mn)un1-
7—
Ainsi (I — mp)upt1 # 0 et est orthogonal & E,,, donc & eg, ..., e,. On pose donc e, 11 = %
(1 = mp)unt1]]
alors eq, ..., ep41 est orthonormé et ||Tex| > €9 pour tout k. En particulier, (Te;); ne peut converger
vers 0, ce qui est la contradiction souhaitée. ([l

4. Opérateurs de Hilbert-Schmidt
Dans toute cette section, H est un espace de Hilbert séparable.

DEFINITION 4.1. Soit T' : H — H une application linéaire. On dit que T est un opérateur de
Hilbert-Schmidt s’il existe une base orthonormée (e, )n>1 de H telle que

+oo
2 2
ITlzs = D ITenl® < +oo.

n=1

LEMME 4.2. Si T est de Hilbert-Schmidt, ||T|| ;¢ ne dépend pas de la base choisie. De plus, T est
de Hilbert-Schmidt si et seulement si T* est de Hilbert-Schmidt et |T'|| ;o = [|T*||ms. Enfin, si T est de
Hilbert-Schmidt, alors T est borné avec ||T|| < [|T| 4 q-

DEMONSTRATION. En effet, soient (ey,)n>1 et (fn)n>1 deux bases orthonormées de H. Alors

+oo “+oo
ITeall* =D (Ten, fi)P = len, T fi) .
k=1 k=1

On somme alors en n et on utilise Fubini (que la somme soit finie ou non, puisqu’on ne somme que des
termes positifs):

“+o0
2
ITIEs = > |ITenll
n=1
+00 +oo +0c0 +oo
= > D e TP =" U™ fusen)?
n=1k=1 k=1n=1

—+oo
2 2
= Y IT Sl = 1T (s
k=1

Cela montre plusieurs choses:

— (e,) n’apparaissant pas dans le membre de droite, la norme de Hilbert-Schmidt ne dépendant pas
de la base choisie.

— T est de Hilbert-Schmidt si et seulement si T 'est également.

2 *

~ Enfin, ||T3s = 17" [%s-

Finalement, soit * € H avec ||z|| = 1. On pose e; = z et on prend une base orthonormée (e, ),>2 de
{z}+ de sorte que {e,},>1 est une base orthonormée de H. Alors

2 2 2 2
IT2|* = |Terll® < ) [ Tenll® = 17155

n>1
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Ansi T est bornée. De plus, en prenant le supremum sur les z de norme 1, on trouve bien ||T| <
1T g5-

EXEMPLE 4.3. Soit E un sous-espace vectoriel fermé et wp la projection orthogonale sur E. Alors
wg est de Hilbert-Schmidt si et seulement si E/ est de dimension finie.

En effet, il suffit de prendre une base orthonormée (e;);e; de E et de la compléter par une base
orhtonormée (f;)jes de E+. Alors

Imellys =Y lmeel® ) llrefill = llrpel* => 1
il jeJ il iel
qui est fini si et seulement si I est fini, ¢’est-a-dire que E est de dimension finie.
LEMME 4.4. Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt et S un opérateur borné, alors ST et T'S sont
de Hilbert-Schmidt avec ||ST| ;s < ISIIT s et TS s < 11 1Tl s
DEMONSTRATION. Si T est de Hilbert-Schmidt, S borné et (e,)n>1 une base orthonormée de H alors
ISTen|* < ||S]1*|| Ten]®. En sommant sur n > 1, on trouve bien ||ST| ;¢ < [IS]| 1Tl ;75-
Ensuite, S* est encore borné avec [|S*|| = ||S||, T* est encore de Hilbert-Schmidt avec [|T%||ps =
IT|| s donc (T'S)* = S*T™* est de Hilbert-Schmidt et
ITS|ts = [(TS) las = 1S"T*lus < |S*INT*||as = S| | T zrs-
O

EXEMPLE 4.5. Tout opérateur de rang fini est de Hilbert-Schmidt.
En effet, si T est de rang fini, son image E est de dimension finie. Si mp est la projection orthogonale
sur F, alors mg est de Hilbert-Schmidt et comme T'= w71, T aussi.

THEOREME 4.6. Soit
Bo(H)=HS(H)={T : H— H, T de Hilbert-Schmidt}
muni de la norme ||T||pgs. Alors T est un espace de Hilbert.

DEMONSTRATION. Fixons (e;),>1 une base orthonormée de H.

Montrons d’abord que HS est un espace vectoriel et que | T||gs est bien une norme.

1) On a évidemment ||T||gs > 0 et comme ||T|| < ||T||us, st |T]|as = 0 alors |T'|| =0 donc T' = 0.

ii) Comme ||ATe,||* = [A?||Ten?. En sommant sur n > 1 et en prenant la racine carrée, on trouve
bien |[AT'||gs = |A| ||T||ms. En particulier AT € HS.

iii) Si T, T’ sont de Hilbert-Schmidt, alors ||Te,||,||T"ey|| sont dans ¢2 et donc || Te,|| + || T e | € €2
Comme || Te, +T'e,|| < |Ten| + | Ten|| on a || Te, +T"e,|| € £? avec H||Ten —|—T’en||H£2 < H||Ten|\“£2 +
H||T’en||H£2. Enfin

1T+ T s = [ITen +T'enll|| e < |[ITenlllle + 1T enlll| o = 1Tllers + 17" || s
En particulier, T+ 7" € HS.

On peut remarquer que la norme || - || s est issue du produit scalaire
(S, T)yg = Z (Sen, Tey).
n>1

Avec Cauchy-Schwarz dans H puis dans 2, cette somme est bien convergente

Z [(Sen, Ten)| < Z [Sen|l [ Tes|]

n>1 n>1
1/2 1/2
< | Do Iseal? YolTeal® | = 1Slas|T s
n>1 n>1
Montrons maintenant que HS est complet. Soit (7,,) une suite de Cauchy pur || - ||gs. Comme

1S < IS|lzs, (Tr) est aussi de Cauchy dans B(H). On a vu au premier semestre que B(H ) est complet,
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donc (T7,) converge dans B(H). On note T sa limite pour la norme || - ||: |7, — T|| — 0. II faut montrer
que T € HS et que ||T;, — T|lgs — 0.
Mais, pour tout k > 1, T,ep, — Tey, quand n — +oo et par ailleurs, si on pose a, = (||[Therl|)r>1,

alors a, € 2 et ||a, — am| e = |Tn — Tinllgg- Donc (a,)n est une suite de Cauchy dans ¢2, donc elle
converge dans ¢? vers une suite a € £2. Comme T}, e;, — Tey, nécessairement a = (Ter)k>1 ce qui montre
que T'€ HS et comme ||T;, — T'|| ;¢ = ||an — al|;2 = 0 on a bien T,, — T dans HS. O

THEOREME 4.7. Un opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

DEMONSTRATION. Fixons (e,),>1 une base orthonormée de H. Soit 7y la projection orthogonale
sur l'espace engendré par {ej,...,en}. Alors my est de rang fini donc T'ry aussi. Mais
0 sin<N

ITe,| sinon

(T = Trn)enll = {

donc
2 2 2
1T = Tl < T = T s = 3 I Tenll® = 0
n>N
quand N — +o0o. Comme T7y est de rang fini, T s’approche en norme B(H) par des opérateurs de rang
fini, il est donc compact. O

Examinons enfin le cas particulier ou H = L?($, p).

THEOREME 4.8. Soit (Q, 1) un espace mesuré o-fini. Soit T un opérateur sur L*(2, p). Alors T' est
de Hilbert-Schmidt si et seulement s’il existe K : Q2 x Q — C avec

1K ssnagn = [ 1K) dute) duly) < +o0
QOxQ
tel que
Tf(2) = Ticf(z) = /Q K(2,9)f(y) du(y).
De plus [T g = 1Kl 1200120 -

DEMONSTRATION. Soit (¢)k>1 une base orthonormée de L?(u) et soit f € L?(p).
Soit d’abord K : Q x Q0 — C avec ||K|[2(,ygr2(,) < 00 et montrons que Tk est bien un opérateur
de Hilbert-Schmidt, a forciori un opérateur borné.

Notons que Tk @, (z) = <K(ac7 ~),cpn>L2( . donc
I

2

Ticeal = [ |(KGTn),,,, | auto)
Ainsi, avec Fubini
S iwel = 3 /| (KT o)., |
-/ > [(EGon) (o
— /Q K@, )|, ) = /Q JE@ )P du(@) du(y).

Ceci montre qu'on a bien Tx € HS avec [Tk g = 1Kl p2(n@r2(-
Soit T' un opérateur de Hilbert-Schmidt, Alors

F = F0k) 12 Pk

k>1
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et cette série converge dans L?(y). Comme T est continue sur L?(u),
Tf= Z (f, ¢k>L2(N)T§0k-
E>1

Remarquons que

i Torle) = | f@a)duts) Ton(o)

_ /Q Tor () e @) F () dpu(y)

donc formellement au moins
Tf) = [ K(w.0)fw)duty)
Q
ol
K(z,y) =Y Ter()er(y).
E>1
Notons que cette formule est valable au moins lorsque f est une combinaison linéaire finie des y
puisqu’alors la somme sur k est finie. Si on montre que ||K||L2(H)®L2(H) < +o00 alors T sera un opérateur
de Hilbert-Schmidt, donc continu, donc le résultat s’étend & l’adhérence des combinaison linéaire finie
des ¢y, c’est-a-dire & L?(u) en entier.

Mais
[P dn) = 31K g
Q E>1
= > Her K(z,-)) o> =D I Ter()?
E>1 k>1
donc
1K 2002 = / IK(x,y)IQdu(y)dﬂ(lf):/ZITSDk(Jf)I2du(w)
QxQ Q43
= 3 [ TP duta)
E>17
= D Tkl ag = I1TI5s < +oo.
E>1
Le théoreme est donc démontré. O

EXEMPLE 4.9. Evidemment, £2 est un cas particulier. Si on prend une suite & deux indices (une
matrice infinie) @ = (@n,m)n,men, on peut définir Popérateur T, sur ¢? par

(Tox)n = Z AT
meN

Alors cet opérateur est un opérateur de Hilbert-Schmidt si et seulement si Y, - [@n,m|? < +00.
Notons que ap m = (Tem, en) ol (e)nen est la base canonique de 2.

5. Théorie spectrale
5.1. Spectre et valeurs propres. Rappelons le résultat fondamental d’algebre linéaire suivant

THEOREME 5.1 (Théoreme du rang). Soient E un espace vectoriel de dimension finie, et T : E — E
une application linéatire. Alors
dim £ = dimker T+ dim Im 7.
En particulier, on a équivalence entre
(i) T est injectif i.e. ker T = {0};
(ii) T est surjectif i.e. InT = E;
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(iii) T est bijectif;
(iv) T a un inverse a gauche: il existe Sy : E — E linéaire tel que SyT = I;
(v) T a un inverse a gauche: il existe Sq : E — E linéaire tel que TSq = I.

De plus, dans ce cas, Sy = Sy est noté T71.

Notons que I'existence d’un inverse a gauche implique I'injectivité de T': siTx = 0 alors x = STz = 0.
Réciproquement, en dimension finie si T est injectif, alorssiy € Im T, i.e. s'il existe z € E tel quey = T'z,
cet x est unique, ce qui permet de définir Syy comme 'unique x tel que y = T'x donc S,T'x = x. Notez que
nous n’avons pour 'instant défini S, que sur Im T et il est facile de voir que cette application est linéaire.
Pour définir S, sur E en entier, quand E est de dimension finie, il suffit de prendre un supplémentaire
E, E=E&ImT et définir Sqrx =0siz € E. Nous ne cherchons pas ici & étendre cette définition au
cas de la dimension infini, et encore moins & montrer la continuité de S,. (Le lecteur attentif pourra
étudier le cas ot Im 7" est fermé dans un espace de Hilbert). Notez que ce raisonnement est valable méme
siT : E — F avec F un second espace vectoriel pas forcément de méme dimension et on obtient ainsi
Sg :F— E.

L’existence d’un inverse & droite implique la surjectivité de T: x = T'(S4x) € Im T'. Réciproquement,
en dimension finie, supposons que T' : E — F est surjectif et écrivons E = E @ ker T. Alors T est bijectif
sur E puisque ENker T = {0} donc T est injectif et il est évidemment toujours surjectif puisque si y € F,
il existe 2 € E tel que y = Tx. En éerivant © = 1 + 22, #1 € F et 25 € ker T on voit que y = Ta.
Comme cette écriture est unique, on peur définir Syy = x1 et on a bien T'Sgy = y.

Notons que si T' : E — E admet une inverse & droite S; et une inverse & gauche S, (et ces deux
propriétés sont équivalentes en dimension finie) alors

Sy = 8,1 = Sy(TSq) = (SyT)Sq = ISy = S

i.e. ces deux inverses sont égales. Ceci est vrai méme en dimension infinie. Ce qui n’est pas vrai en
dimension infinie est que l'existence d’une inverse a droite soit équivalente a ’existence d’une inverse a
gauche.
Par exemple, soit Dy : £2(N) — ¢?(N) 'opérateur de décalage & droite défini par
D+(a0,a1, . ) = (0, ap, g, .. )

Cet opérateur est clairement injectif mais pas surjectif donc n’admet pas d’inverse a droite. Son inverse
A gauche est 'opérateur de décalage & gauche D_ : £2(N) — ¢2(N) l'opérateur de décalage défini par

D_(bg,b1,ba,...) = (b1,ba,...).
OnaD_D; =1mais DyD_=1— Py ou Py(ag,a1,...) = (ap,0,...) ie.
D+D_(ao,a1,a2,...) = (07a17a27...).

DEFINITION 5.2. Soit E un espace de Banach et T' : E — E une application linéaire bornée. On dit
que T est inversible s’il existe une application linéaire S : E — F telle que ST =TS = 1.

Ainsi T est bijective, on note S = T~! et cette application est automatiquement bornée (théoréme
de l'application ouverte).

Le lemme suivant permet de facilement construire des opérateurs inversibles:

LEMME 5.3 (Neumann). Soit E un espace de Banach et T : E — E une application linéaire bornée
avec |T|| < 1. Alors

(i) I —T est inversible;
+o0o
) (1-7)" =3 7%
k=0
(iii) l’application B(E) — B(E), T — (I —T)~! est continue sur {T € B(E),||T| < 1};

. _ 1
) 10 =D < =y
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DEMONSTRATION. L’ennoncé contient déja 1’idée de la démonstration puisqu’on reconnait le développement

en série entiere de (1 — t)_1 dans I'expression de (I —T)~!

1— tn+1
On note Py ( Ztk ———— donc (1 —t)P,(t) = P,(t)(1 —t) = 1 + "1 Mais, ceci est une

identité entre polynomes et on on peut appliquer un polynéme & un opérateur: P(T) = ). Finie apT" si

P(t) =

Eﬂme art®. 11 en résulte que

(5.18) (1 =T)P,(T) = P,(T)(I =T) =T +T"".
D’une part HT"‘HH < ||IT)""" = 0 puisque |T|| < 1. D’autre part, B(E) est complet et la série

400

Z HTkH < Z IT||* < 400 converge puisque ||T|| < 1, donc ZTk = lim P, (T) est une série normale-

k=0 k=0

ment convergente donc convergente. On peut passer a la limite dans (5.18) ce qui donne

(I-T) (iT’“) = (iTk> (I-T)=1
k=0 k=0

oo

ce qui nous dit que I — T est bien inversible et que son inverse est bien ZT]“. Il reste a voir que

k=0
d d Tl (A
1P (T = T < T = < :
2T < 2 T = g < Ty
1
En passant a la limite sur n, on obtient bien H (I-T7)" H =7 ||TH O
COROLLAIRE 5.4. Si |A| > ||T|| alors A\I — T est inversible,
+oo k
_ T
N -T)"' = T
k=0
et (T = 2D 7| < sy
DEMONSTRATION. Remarquons que AI—T = A (I — T et comme ||{T|| = ‘—§\|||T|| < ldoncI—+T
est inversible d’inverse
-1 +00 g
1 T
(1-57) -2 %
k=0
De plus
1 LN 1 1
(T —XI)~! — <I - T> < — - _
| = mjU=x T3]~ W=7
([l

COROLLAIRE 5.5. L’ensemble des applications inversibles est un ouvert de B(E) et lapplication

T — T est continue sur cet ouvert.

DEMONSTRATION. Tout d’abord supposons que Tp soit inversible et soit 7' tel que |7 — Tp|| < r et

essayons de voir que si r est assez petit, alors T' est également inversible.

Observons que, comme Ty est inversible, T est inversible si et seulement si To_lT est inversible.

Mais pour cela, on écrit To_lT =1-(- To_lT) qui permet d’appliquer le lemme de Neumann si
|1 =T 'T|| < 1. Mais I — T, 'T =Ty ' (Ty — T') donc

et on voit que 7' est inversible dés que ||[Tp — T'|| <

1 =757 < 1767 (To = D] < 1757|110 - 7|

75
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De plus, comme T = Ty(T,; *T) on aura alors

+oo
T = () G = (L (=T ) T = S (=T )T
n=0
Mais alors
+o00
T Tyt = (- Ty TR
n=1
donc
+o00 too k
[ o I N 02 e ot [ R 10 A e Y
n=1 n=1
= k = k
= Y |75 @ - D IToll < ST — T)IFIToll|| 757
n=1 n=1
_ =T —1
quand T — Tj.

O

REMARQUE 5.6. Si E est de dimension fini n, il y a une démonstration plus directe. Identifions B(E)
et M,,(C). Alors 'ensemble des matrices inversibles est {A € M,,(C) : det A # 0}. En remarquant que
le déterminant est un polynéme (dont les variables sont les coefficients de A) donc une fonction continue,
I’ensemble des matrices inversibles est 1'image réciproque de l'ouvert C\ {0} par det et est donc ouvert.

1
Ensuite, A~ = mCom(A)t. Comme les entrées de Com(A) sont des déterminants de matrices
e

extraites de A, c’est un polynome en A donc A1 est une fraction rationnelle en A donc est continue sur
son domaine, et méme C*°.
La démonstration ci-dessus dit en fait un peu plus puisqu’on a écrit

“+oo “+oo
T = U T T = Y (1T - 1)
n=0 n=0

Ty + Ty (To = T)T5 ' +o(|T - Tol)

ou encore
(To+A) ™ =T5 " = Ty ATy + o( || Al

Ainsi lapplication Inv : T — T~! est différentiable et sa différentielle en Ty ' est dInvg,(A) =

—Ty P ATy . Clest I'analogue non commutatif de (1/2)" = —1/22.

Dans toute la suite de cette section, on suppose que E est un espace de Banach sur C. Certains
résultats utilisent la théorie des fonctions holomorphes et ne sont pas valables pour les espaces sur R.

DEFINITION 5.7. Soit T' : E — E un opérateur borné. On définit:

— une valeur propre A € C de T ¢’il existe x € E tel que Tx = Ax. Le spectre ponctuel de T, noté
op(T) est ensemble des valeurs propres de T'.

— le spectre de T, noté o(T') est I'ensemble des A\ pour lesquels T' — A\l n’est pas inversible.

— la résolvante de T est I'application Ry : C\ o(T) — B(E), A — (T — A\I)~%.

Remarquons que si A est valeur propre, alors 1’espace propre correspondant ker(T' — AI) # {0} donc
T — A1 n’est pas injectif, donc pas inversible, ainsi A € o(T'). Si E est de dimension fini, le fait que T'— AT
ne soit pas inversible est équivalent au fait qu’il ne soit pas injectif donc o(T") = 0,(T"). Il n’en va pas de
méme en dimension infinie.

THEOREME 5.8. Soit E un espace de Banach et T : E — E une application linéaire bornée. Alors

(i) le spectre ponctuel est une partie du spetre: o,(T) C o(T);
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) le spectre est borné o(T) C {z € C : |z| < ||T||};
ii) le spectre o(T) est fermé et C\ o(T) est un ouvert;
) Uapplication X\ — R(\) est analytique sur cet ouvert (dévelopable en série entiére avec des
coefficients opérateurs);
(v) le spectre o(T) est compact;
(vi) le spectre n’est pas vide.

DEMONSTRATION. Nous avons démontré (i) juste avant le théoréme et vu (ii) dans le corollaire 5.4.
Enfin (ii)-(iii) montrent que o(T) est fermé borné dans C donc compact. Ainsi (v) sera démontré une
fois que nous aurons montré les assertions (iii)-(iv), qui se démontrent simultanément a l’aide du Lemme
de Neumann.

Soit maintenant Ao € C\ o(T') i.e. T — Ao[ est inversible. On prend A € C et on écrit z = A — \g qui
sera petit. Puis

M—-T = MNI-T+z2l=XI T+ 2N\l —-T)NI—-T)""!
= Mol —T)I+2(NI-T)"").

Mais maintenant, en posant N = |[(Ag —T)7!||, on a pour |z| < 1/N, |[z(Ae —T)7!|| < 1 donc

T, = (I +zNI =T )_1) est inversible et son inverse est donnée par

+oo +oo

T =Y (M (ol = 1)) = 300 = NV (ol - 1) )"

k=0 k=0
Finalement, le calcul ci-dessus montre que Al — T est inversible et que son inverse est

“+o0
M =T)""=T" NI =T)7 = (Ao =N (NI =T)71)

k=0

k+1

qui est bien de la forme voulue.
O

EXEMPLE 5.9. Considérons E = R? et T dont la matrice est (0 1). Alors o(T) =0 et Rp(\) =

0 0
1 /a1

2 (0 )\)'

Considérons E = L?(0,1) et Tf(t) = € f(t). Alors 0,(T) =0 et o(T) =T ={z € C,|z| = 1}.

En effet, si on avait Tf = Af alors, pour tout ¢ € (0,1), (A — e®)f(t) = 0. Mais A — e ne s’annule
que sur un ensemble de mesure nulle, donc f = 0 p.p. Il n’y a donc pas de vecteur propre.

Pour le spectre, si A € C\ T, alors e — X\ ne s’annule pas sur [0,1] donc m : t — ﬁ est une
fonction bornée. Il en résulte que M : g — m(t)g(t) est borné L?(0,1) — L?(0,1) et tres clairement,

cet opérateur est 'inverse (algébrique) de A\l — T'. Lorsque |A| = 1, cet opérateur est toujous l'inverse
algébrique de A — T, mais il n’est pas borné puique M1 =m ¢ L?(0,1).

DEFINITION 5.10. Soit 7' un opérateur borné sur un espace de Banach E, son rayon spectral est

p(T) = sup Al
Aeo(T)

En particulier, p(T) < ||T||.

™ existe et

THEOREME 5.11. Soit T' un opérateur borné sur un espace de Banach E alors lim ||T"

p(T) = Tim [ T*/".
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5.2. L’opérateur de Voltera. On considere ici opérateur de Voltera sur L?(0, 1) défini par

1
0

Vi) = /O " ft)dt = | om0t = (£, 10,).

Ainsi V f est bien défini pour tout = € [0, 1] et c’est un opérateur a noyau K (z,t) = 1j9 ,](¢). On remarque

que
1 1 1 T 1 1
/ / ‘K(Z‘,t)|2dtdx:/ / dtdx:/ zdr = = < +00
0 Jo 0 Jo 0 2

donc V est un opérateur de Hilbert-Schmidt, en particulier ¢’est un opérateur compact (et donc aussi
borné). De plus |V ;¢ = 2712
Son adjoint a pour noyau K(z,t) = K(t,z) = 1j,4(x) = 1[5,1)(t). En d’autre termes
1

1
V*g(z) = / 1,1y(8)g(t) dt = / o(t) dt.

xT
On voit donc que V n’est pas auto-adjoint puisque V1 =1et V1 =1 —z.
T
Supposons que A € C et que \f(z) =V f(x) = / f(t)dt. Tout d’abord, si A = 0 alors pour presque
0
tout z € [0,1], V f(z) = 0 donc pour presque tous x,y,

0=V i) - Vi@ = [ " pe) i = / 1,0 /(0) .

Par suite f est orthogonal & toutes les fonctions étagées et, par densité de celles-ci dans L?(0,1), f = 0.
Ainsi 0 n’est pas valeur propre.

Observons ensuite que, avec Cauchy-Schwarz, |V f(y) — V f(z)| < |y — #|'/2| f||,. En particulier, V' f
est continue. Mais alors, si A # 0 et Vf = Af de. f = %Vf donc f est continue. Comme V' f est
une primitive de f, V f est alors C! donc f aussi. Une récurrence immédiate montre alors que f est de
classe C*°. En dérivant, on trouve f = (V f) = (Af)’ = Af’ et comme f(0) = $+V f(0) = 0 on en déduit
immédiatement que f = 0.

Nous venons donc de montrer que o,(V) = 0.

Remarquons ensuite que

V2i(r) = / K(x.y) / K(y, £)£(t) dt dy

- /01 (/01 K(z,y)K(y,t) dy) f(t)dt

avec Fubini (exercice, le justifier). Mais alors que le noyau de cet opérateur est
1 1
Ko (x,t) = / K(z,y)K(y,t)dy = / Lo, (4) 110,y (¢) dy
0 0

_ / " Ayl (1) = Lo — 1)

(remarquons que 119 ;) ()10, (t) = Osaufsiy < zett < y donct < x et vaut 1 sinon). Plus généralement,
V™ est un opérateur dont le noyau K, vérifie

KnJrl(xvt) = A K(xvy)Kn(yvt) dy

Par récurrence immédiate avec I'argument de support ci-dessus montre que K, (x,t) = 0 si ¢ > z. De

plus, si 0 < K, (x,t) < (w;!t)n 1j0,21(t) (qui est vérifiée pour n = 0 et n = 1) alors clairement K, 41 > 0 et

T () T — n+1
Kyi1(2,t) S/t %dylm,x](t): ((nj)l):

1[O,x] (t)
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Il en résulte que

n " 1 1 x .
Vel < v ||Hs_,</ JACRE dtdz)
e \Jo Jo

1/2

1 $2n+1 1/2 1

] (/0 2n+1d‘”> ~al/Enthent2)

— 0 donc p(V) = 0. Comme le spectre est non vide, il est réduit & {0}.

En particulier, |[V™|"/"

PROPOSITION 5.12. L’opérateur de Voltera est un opérateur compact (non auto-adjoint) sans valeur
propre et de spectre réduit a {0}.

Notons qu’'une fois qu’on a montré que le spectre est réduit & {0}, la seule valeur propre possible est
0, une partie du raisonnement concernant le spectre ponctuel est donc inutile.

5.3. Théoréme spectral des opérateurs compacts auto-adjoints. Le but de cette section est
de démontrer que les opérateurs compacts auto-adjoints sont diagonalisables dans une base orthonormée
de vecteurs propres. C’est donc le pendant infini-dimensionel du théoreme de diagonalisation des matrices
symétriques réelles.

Dans toute cette section, on considérera donc un espace de Hilbert H, un opérateur 1" : H — H dont
on supposera qu’il est compact et auto-adjoint, T* = T. La diagonalisation de T va résulter de plusieurs
observations.

LEMME 5.13. Soit T' un opérateur auto-adjoint T sur H et E C H un sous-espace stable par T':
T(E) C E. Alors E*+ est également stable par T.

DEMONSTRATION. En effet, soit z € E+ et y € E. On a
(Tz,y) = (z,T"y) = (x,Ty) =0
puisque Ty € E. Ainsi on a bien Tz € E+. ]
LEMME 5.14. Si A € C est une valeur propre de l'opérateur auto-adjoint T, alors X\ est réelle.

DEMONSTRATION. En effet, si x # 0 est vecteur propre pour la valeur propre A, alors

MalP = (a,2) = (To,2) = (5, T"%) = (2, Ta)
= (z,\z) = Az|”.
Comme z # 0, ||z| # 0 donc, en simplifiant par ||z||?, on trouve A = X, c’est-a-dire A réel. O

Si A € C est une valeur propre de T', on notera
Ey={zxe€ H :Tx =z} =ker(T — \)

le sous-espace propre associé. Notons que F) est fermé dans H puisque T est supposé borné (et méme
compact). On va noter 7y la projection orthogonale sur Fy. Rappelons que I — 7 est la projection
orthogonale sur Ey .

LEMME 5.15. Si A # u € R sont deuzx valeurs propres distinctes de l'opérateur auto-adjoint T, alors
les espaces propres correspondant Ey et F,, sont orthogonauz.
En particulier, si p # 0, E, est aussi le sous-espace propre associ€ a pn de Uopérateur auto-adjoint

(I —7\)T(I —my).
DEMONSTRATION. Soient z € Ey et y € E,, i.e. Tx = Az et Ty = py. Alors
Mzoy) = () = (Tz,y) = (x,T"y) = (z,Ty)
= (o, py) = pilz, y) = p(z,y)

puisque p est réel. Comme A # p, ceci implique (z,y) = 0. Ainsi E) et E,, sont bien orthogonaux.
Pour la seconde assertion, d'une part, y € Ex donc (I — my)y =y donc

(I—m )T —7mx)y={T—m\)Ty = p(I —m\)y = py.
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Inversément, si (I — mx\)T(I —m\)y = py alors y € Im (I — 7\) = Eyx donc (I — my\)y = y. De plus, E)
étant stable par T, E)J\- aussi, donc Ty € Ei‘ et (I —m\)Ty =Ty. Au final

wy=I—m\)T(I —-7m\)y={I—-m\)Ty="Ty
et y est valeur propre de T O

REMARQUE 5.16. Ces deux lemmes nous indiquent une stratégie de diagonalisation d’un opérateur
auto-adjoint T

On commence par observer que Fy = ker T est stable par 7' donc (ker T')* aussi. On remplace donc
T par (I — )T (I — 7)), i.e. la restriction de T & (ker T)L. Cela revient & supposer que T est injectif.

On recherche alors une valeur propre A\. Une fois celle-ci trouvée, on remplace T par 'opérateur
(I — m\)T(I — 7y), cest-a-dire Popérateur T restreint & (Ey)L. Cet opérateur est encore auto-adjoint
car une projection orthogonale est auto-adjointe. En dimension fini, il suffit donc de montrer que
tout opérateur auto-adjoint non nul a au moins une valeur propre non-nulle. Le processus s’arrétera
nécessairement puisqu’on enleve au moins 1 a la dimension de 'espace a chaque étape et on obtiendra
alors la décomposition de H en sous-espaces propres i.e. la diagonalisation de T. En dimension infinie,
la situation est plus compliquée, comme le montre le lemme suivant qui nous dit qu’il faudra une infinité
d’étapes:

LEMME 5.17. Si A € C\ {0} une valeur propre de lopérateur compact T, alors l’espace propre
correspondant Ey est de dimension finie.

DEMONSTRATION. En effet, considérons l'opérateur m\T comme opérateur Ty : Ex — E\. D’une
part, comme X est valeur propre, cet opérateur est Alg, (ou Ig, est l'identié sur Ey). D’autre part, ma\T
est compact puisque 7' est compact. A forciori, T est compact et, comme X # 0, Ig,. Cela signifiie
que la boule unité By de E) est compacte puisque By = Ig, (B)). D’aprés le théoreme de Riesz, ceci
implique que FE) est de dimension finie. O

DEMONSTRATION ALTERNATIVE. Soit (ex)ger une base orthonormée de Fy. Alors Tep = Aey. No-
tons que pour k # I, |Ter — Teg| = |A|v/2 # 0. Ainsi, si I était infini, on ne pourrait pas extraire de
sous-suite convergente de (Tei)rer. Cela contre-dirait alors la compactité de 7. (I

Montrons maintenant que 7" a au moins une valeur propre non nulle:

LEMME 5.18. Si l'opérateur T est compact auto-adjoint, alors soit | T||, soit —||T|| est valeur propre
de T.
En particulier, p(T) = ||T|.

DEMONSTRATION. Le résultat est évident si 7' = 0, on suppose donc que ||T|| # 0. Notons B = {x €
H, ||z|| < 1}; posons a = ||T|| et remarquons que

o = sup{||Tz|” : ||z = 1} = sup{(Tw, T) : ||| = 1}
= sup{(T°z,z) : |z| = 1}
puisque 7 est auto-adjoint. Soit (2,,) une suite de vecteurs de norme 1, ||z,,|| = 1 tel que (T%z,,, z,,) — o2
Alors
||T2:cn — azxn||2 = ||T2:vn||2 — 2a2§R<T2xn,xn> + a4Han4

< ||T||4||xn||2 - 20‘2%<T2$n7f5n> + O‘4HmnH4

= 2a*— 20423?<T2mn,xn> — 0.
Par ailleurs, T est compact, donc T2 aussi, donc T?x,, C T?(B) qui est compact. Quitte & remplacer
T, par une suite extraire, on peut donc supposer que 7%z, converge. Comme ||T%z, — a%nHZ — 0et
a # 0, il en résulte que x,, = é(szn + o2z, — T?z,) convege. On note x sa limite, alors T2%x,, — T%x
donc T2z = oz. Notons que, comme ||z,,|| = 1, ||z|| = 1 donc x # 0.

Pour conclure, on écrit T2z = o2 sous la forme

0="T%—a’r = (T +al)(T —al)z.
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Si (T — al)x = 0, cest-a-dire Te = azx, alors x est vecteur propre pour la valeur propre «, sinon
y= (T —al)x # 0 et alors (T + al)y = 0, c’est-a-dire que y est vecteur propre pour la valeur propre
—a. O

REMARQUE 5.19. Avec la remarque précédente, on retrouve le fait que tout opérateur auto-adjoint
sur un espace de Hilbert de dimension fini est diagonalisable dans une base orthonormée (on prend une
base orthonormé de chaque espace propre, leur réunion est alors une base ortonormée de I’espace en
entier).

REMARQUE 5.20. On n’a utilisé 'hypothese que T est auto-adjoint que dans la derniere étape. Avant
cela, on a montré que ||T||* est valeur propre de I'opérateur T*T (et de TT*).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme spectral.

THEOREME 5.21 (Théoreme spectral). Soit T un opérateur compact auto-adjoint sur un espace de
Hilbert H. Alors il existe une suite (Ap)ner C R* décroisssante et soit finie (et alors I est fini) soit
tendant vers 0 (alors I = N) telle que

H=Ey®PEn,.
nel
De facon équivalente, en notant 7y la projection orthogonale sur E,
T = Z /\nﬂ')\n-
nel

De plus, chaque Ey, étant de dimension finie, il admet une base orthonormée (en x)k=1,...4, et alors T
s’écrit

dn
Ty = E An E (@, en.k)en k-
nel k=1

REMARQUE 5.22. Ce théoreme est ennoncé de fagon un peu inutilement compliquée mais sous sa
forme exacte qui prend en compte que ker T' puisse étre de dimension infinie et que 1" puisse étre de rang
fini.

La formulation (volontairement vague ici) usuelle de ce théoréme est plus ou moins celle-ci: il existe
une suite (\,)nen telle que |\, | est décroissante et tend vers 0 et une base orthonormée (e,,)n>o de H
telle que

Ty = Z AT, en)en.
neN
Cette formulation est fausse si kerT" et Im 7T sont tous deux de dimension infini puisqu’il faut ajouter la
base de kerT" apres la réunion des bases des espaces propres. Cela suppose aussi que H soit séparable.

Pour éviter cela, on peut supposer que T est injectif (et s’y ramener dans le cas général). Si H est de

dimension infini, cela implique que le rang de T soit infini et que la suite des valeurs propres est infinie.

DEMONSTRATION. L’écriture

(5.19) H=Ey & E,,.

nel
signifie que tout x € H s’écrit

T =TT + Zﬂ',\nl‘

nel
et cette série converge dans H (quand la somme est infinie, et la somme est inconditionnellement con-
vergente, c’est-d-dire que lordre des E), n’a pas d’importance). Comme T est continu, il en résulte
que

Tx = Trgx + Z Ty, x = Z AnT, Z.
nel nel
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En prenant une base orthonormée de chaque Ej, , on obtient alors

dn
Tx = Z >\n Z <JC, 6n,k>en,k-
nel k=1

11 suffit donc de montrer (5.19). Mais pour cela, il suffit de considérer 7y la projection orthogonale sur
Eo =kerT. Alors H = Ey @ Ej et ces deux espaces sont stables par T’ (puisque Ey l'est évidemment).
On remarque ensuite que (I —mo)T' (I — ) est encore auto-adjoint (calcul direct) et compact (car T Vest,
donc si S = (I —mg), ST est compact puis ST'S aussi). Mais alors, en considérant cet opérateur comme
un opérateur Ey — Eg, on obtient, on obtient un opérateur auto-adjoint injectif.

11 suffit donc de montrer la version suivante du théoréeme spectral. (Il

THEOREME 5.23 (Théoreme spectral 2). Soit T un opérateur compact auto-adjoint injectif sur un
espace de Hilbert H.

Alors

- soit H est de dimension fini et il existe alors une base orthonormée (en)ne{17.__,dimH} de H formée
de vecteurs propres de T’

— soit H est de dimension infini et il existe une suite (\,) avec |\,| décroissante et A\, — 0 et une
une base orthonormée (en)nenet de H telle que

400
Ty = Z An (T, en)en.
n=0

En particulier, H est séparable.

REMARQUE 5.24. Si H est de dimension infini et séparable, le théoréme reste vrai méme si 7' n’est
pas injectif si on se passe de la conclusion |\, | décroissante:

Soit T un opérateur compact auto-adjoint injectif sur un espace de Hilbert H séparable, de dimension
infinie. Il existe une suite (\,) avec A, — 0 et une une base orthonormée (e,,),cnet de H telle que

“+oo
Ty = Z Anlx, en)en.
n=0

En effet, on prend (e})nen; (N1 = {1,..., N1} si Aj fini sinon N7 = N et on pose N; = +00) une
base de vecteur propre de l'opérateur T restreint & (ker T)* et (€2),en, (No = {1,..., Na} si Ay fini
sinon A = N et on pose No = +00) une base de ker 7. On réunit alors ces deux bases en insérant les
éléments de la deuxiéme une place sur 2. Formellement, on remarque que max(Ny, No) = +o00 et on
définit, pour n > 1,

6113 sin=2p—1letp<N;
2 f o —

o = e, sin=2petp< Ny '
e}szg si N1 > Ny et n > 2Ny
eile si No > Ny et n > 2Ny

Par exemple si N; = +o00 et Ny = 2, c’est la suite (e}, e2,el,e3,el,...) et si Ny =2, Ny = +o00, clest la

: 1.2 1 .2 .2
suite (eg, €7, e3,€5,€3,...).

DEMONSTRATION. Nous avons vu que soit |||, soit —||T'|| est valeur propre et que les espaces propres
correspondants sont de dimension fini.
On pose alors
(i) F1 = Eyp| © E_7| (rappelons que ces deux espaces sont orthogonaux, I'un des deux pouvant
étre nul, mais pas les deux);
(ii) 7r1i la projection orthogonale sur E | et II; = 7rfr + m; la projection orthogonale sur Fi;
(iii) mp = dimE”TH, mo = dim E,“T” et ng =mi +meo > 1;
(iv) e1,...,€m,, une base orthonormée de Ejp (éventuellement vide) et €y, 41,...,€n, une base
orthonormée de E_ 7| de sorte que ey, ..., ey, soit une base orthonormée de Fi;
(V) v == Ay = T et Apy1 =+ = Ay = =[|T|.
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ni ni n1
En particulier, si x € F; alors x = Z (x,exr)er donc Tz = Z (x,e;)Te; = Z Ak{z, er)er. En particulier
k=1 k=1 k=1

Fy est stable par T donc Fj- aussi. On pose alors Ty = T et Ty = (I — II;)To(I — II;). Notons aussi
que Iy = 7 + 7, my 7 = 0donc (I — ;) = (I — 7 )(I — m;). On constate que Ty est un opérateur
compact auto-adjoint sur H, qu’on peut voir comme I'opérateur T, restreint & Fj-. De plus T} est soit nul
(dans ce cas H = F} est de dimension finie), soit injectif puisque T est injectif. De plus, tout sous-espace
propre de T; est aussi sous-espace propre de T'.

Il faut ensuite remarquer que ||71]| < ||T||. En effet, si ce n’était pas le cas, il existerait un vecteur
propre z avec ||| =1 de T} pour la valeur propre | T|| (ou —||T||, 'argument sera la méme). Mais alors
x € Im (I —1I;) donc
donc Tz = ||T||z + Iy Tz. Comme x € Im (I — II;), cette décomposition est orthogonale donc

IT1? > 1Tz = 1T |l + [T T = |7 + T T

d’ou ||[II; Tz|| = 0 et finalement I, Tz = 0 et Tz = ||T'[|z. Ainsi z € E)p) ce qui contredit 2 € Im (1 —TI;).
On recommence donc la premiere étape avec T3... on fait donc une récurrence, une fois que T, est
construit, soit || T, || soit —||T|| est valeur propre de T),. On pose alors
(1) Frs1 = Bz, © Bz,
) ﬂ;t 1 la projection orthogonale sur Ey 7, | et Il,4+1 la projection orthogonale sur Fj, 1 1;
(lii) mon4+1 = dim E||Tn||7 mon42 = dim E—”TH et dn+1 = Man+1 + Mmon+2 Z 1;
n
)

(iv) Dy =D djs (€)j=Dy+1,... Dtz W€ base orthonormée de By, et (€)=, +man1-+1,.Duss
=1
une base orthonormée de E_p, | de sorte que ep, +1,...,€p, ., soit une base orthonormée de
Fria;
(V) Adptr = = Mdytmanr = [Tosall €8 Ay pii1 = 0 = At = =T [l

On pose alors T,41 = (I — 1) T (I — jppq1).
Si H est de dimension fini, ce processus s’arréte si D,,+1 = dim H et alors 75,1 = 0.
Si H est de dimension infini, ce processus ne s’arréte pas et 0 < ||Ty,41]| < || T, ]|-
A ce stade, on constate

T, = (I - Hn)Tn(I - Hn) = (I - Hn)u - Pnfl)Tn72(I - anl)(l —1I,)
= (H(I Hk)) T (H(I Hk))
k=1 k=1
et on remarque que les II; étant des projections sur des espaces 2 a 2 orthogonaux, on a
n n+1
[[o-1m)=1->"1m,=1-P,
k=1 k=1

ot H,, := @, _, Fx et P, désigne la projection orthogonale sur H,,. Ainsi T}, = (I—P,)T(I—P,). Notons
que H, est stable par T (c’est une somme directe d’espaces propres) donc H;- aussi. En particulier, si
v € H, et y € HEX, alors Tx et y sont orthogonaux de méme que z et Ty le sont. Il en résulte que
(I - P,)TP, =P,T(I — P,) =0 donc
T=P,+I-P)TP,+1-P,)=P,TP,+(I—-P,)T(I—-P,)=P,TP,+T,.

Par ailleurs, si x € H,

d7l
P,z = Z (x, ex)eg
k=1

et
d

TP,z = P,TP,x = Z Ai{z, ep)ek.
k=1
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On remarque aussi que g, = ||T},]|. Mais
[Anl = [Anlllenll = IAnenll = [[Tenll.

Mais (e,,) est une suite(infinie) orthonormée donc I'inégalité de Bessel nous dit que, pour tout x € H,
> I en)? < Jlalf® < +oo.
n

En particulier, (z,e,) — 0 c’est-a-dire e, tend faiblement vers 0. Comme T est compact, Te,, — 0 i.e.
An = 0. Il en résulte que |T — P,TP,| = || T.| — 0 soit

+oo
(5.20) Ty = Z Az, ex ek
k=1

comme annonce.

Reste & voir que (e, ), est une base hilbertienne de H (donc que H est séparable). Pour cela, il suffit
de voir que l'espace engendré par (e,), est dense, ou encore que son orthogonal est 0. Mais si = est
orthogonal & tous les ey, alors (5.20) montre que Tz = 0 et comme T est supposé injectif, z = 0. g

LEMME 5.25. Soient S, T deux opérateurs continus sur H qui commutent ST =TS, alors les espaces
propres de T sont stables par S.

En particulier, si S et T sont compacts et auto-adjoints, sur un Hilbert séparable, il existe une base
orthonormée commune de vecteurs propres.

DEMONSTRATION. En effet, si x est vecteur propre de T pour une valeur propre A, Tz = Az, alors
TSx = STz = S(Ax) = ASz. Alnsi, soit Sz = 0 soit Sz est un vecteur propre pour la valeur propre .
Pour la deuxieme partie, on écrit
H=E; &P ES,
iel
ol E/\T désigne ’espace propre de T pour la valeur propre A. Alors, comme chaque F) est stable par S,
en considérant S comme un opérateur ET — ET (i.e. comme Pyr SPEE“), S est un opérateur compact
auto-adjoint sur EY. 11 suffit donc de diagonaliser cet opérateur et de prendre une base orthonormée
de vecteur propres pour chaque EY. En réunissant toutes ces bases orthonormées, on obtient une base
orthonormée de H.
Alternativement, on peut écrire
Ef = P E; nEf
nEIy
ou Iy désigne I'ensemble des valeurs propres de S restreint & E) (cet ensemble est fini si A # 0) et E,f
est 'espace propre de S pour la valeur propre p. Alors

H=|@PEnE |oP | P EInES

pely el HEIN,
qui est bien la décomposition en espaces propres communs. ([
Rappelons qu’un opérateur est dit normal s’il commute avec son adjoint TT* = T*T (par exemple

s’il est unitaire au quel cas TT* = T*T = I).
Remarquons que si T' est normal alors, pour tout z € H

|Tz|* = (Tw,Tz)= (z,T*Tx)= (z,TT*z) = (IT*z,z)
= (T*z,T*z) = ||T"z|
(ce qui est plus fort que ||T'|| = ||7[]). De plus, si T" est normal, alors T'— AI est encore normal. En effet,
son adjoint est T* — AI donc
(T = MN)(T* = NI) = TT* AT —\T* — |\*I =TT = \T — \T* — |\*I

= (T* = X)(T = \I).
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Mais alors, si x est un vecteur propre de T' pour la valeur propre A,
0=|Tz—Iz||” = |T*2 — Xm”z
donc z est aussi vecteur propre de T pour la valeur propre .

COROLLAIRE 5.26 (Théoréme spectral 3). Soit T un opérateur compact normal sur un espace de
Hilbert H séparable, de dimension infinie. Il existe une suite (\,) avec A\, — 0 et une une base or-
thonormée (e, )nenet de H telle que

400
Tx = Z AT, en)en.
n=0

DEMONSTRATION. On décompose T'= A +iB avec A = % et B= TEZT et on remarque que

(i) A* = Aet B* = B i.e. Aet B sont auto-adjoints (c’est cette propriété qui détermine A et B);
(ii) A et B sont compact puisque T est compact donc T aussi;

. * * — T2_(T*)2 —
(iii) A et B commutent: comme T7T* = T*T, AB = ——~ = BA.

On applique alors le lemme ci-dessus qui nous fournit une base orthonormée commune (e,,) de vecteurs
propres: Ae, = anen, Be, = Ppe, avec oy, 5, — 0 et alors Te,, = %’B’Len fournit la décomposition
cherchée. [l




